
Le théorème de Jordan

1 Le Théorème de Cayley-Hamilton.

Définition 1.1. Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie. Nous appelons polynôme ca-
ractéristique de u le polynôme

Pu(X) = det(M −X · In).

Ici M = MBB(u) est la matrice de u dans la base B = {b1, · · · , bn} de E. Si C est une autre base,
alors

MCC(u) = MCB(IE) ·MBB(u) ·MCB(u)−1 = U ·A · U−1

et donc
det(MCC(u)−X · In)

= det(MCB(IE) ·MBB(u) ·MCB(u)−1 −X · In)

= det(MCB(IE) · (MBB(u)−X · In) ·MCB(In)−1)

= det(MCB(IE))Pu(X)det(MCB(IE))−1 = Pu(X).

Ainsi le polynôme Pu est indépendant de la base choisie. Ecrivons

aij = M(i, j),

aij(X) = (MBB(u)−X · In)(i, j), 1 ≤ i, j ≤ n.

Alors aii(X) = aii −X, 1 ≤ i ≤ n, et

Pu(X) =
∑
σ∈Sn

ε(σ)aσ(1)1(X) · · · aσ(n)n(X)

=

n∏
i=1

(aii −X) +
∑
σ∈Sn
σ 6=I

ε(σ)aσ(1)1(X) · · · aσ(n)n(X).

Le deuxième terme est de degré ≤ n− 2 en X, car σ(i) 6= i pour au moins deux indices i si σ 6= I
et donc

Pu(X) = (−1)nXn + (−1)n−1(

n∑
i=1

aii)X
n−1 + (−−−)Xn−2 + · · ·

= (−1)nXn + (−1)n−1trace(u) +

1∑
i=n−2

(−1)ipiX
i + det(u).

Théorème 1.2. (Caley-Hamilton) Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie, u un endo-
morphisme de E, Pu son polynôme caractéristique et Qu le polynôme minimal de u. Alors

Pu(u) = 0.

En particulier, Qu divise Pu et degQu ≤ dim(E).
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Démonstration. Soit B = {b1, · · · , bn} une base de E A = (aij) la matrice de u dans B. Soit
A(X) = A−XIn et soit B(X) = ((−1)i+jdet((A−X · In)ji)) la co-matrice de A(X). Alors

A(X) ·B(X) = B(X) ·A(X) = det(A(X))In

et donc
n∑
k=1

B(X)(k, j)A(i, k)(X) = Pu(X)δij , 1 ≤ j ≤ n.

Remplaçons dans ces identités polynomiales le symbole X par l’endomorphisme u. Alors

n∑
k=1

B(u)(k, j)A(i, k)(u) = δijPu(u), 1 ≤ j ≤ n.

Appliquons ces endomorphismes aux vecteurs bi de la base B et sommons sur i :

n∑
i=1

n∑
k=1

B(u)(k, j)A(u)(i, k)bi =

n∑
i=1

δijPu(u)bi, 1 ≤ j ≤ n.

Ceci implique que

n∑
k=1

B(u)(k, j)

n∑
i=1

A(u)(i, k)bi = Pu(u)bj , 1 ≤ j ≤ n.

Comme
A(u)(i, k) = (ai,k − δikX)(u) = aikIE − δiku

nous voyons que
n∑
i=1

A(u)(i, k)bi =

n∑
i=1

aikbi − u(bk) = 0

pour tout k. Finalement

Pu(u)bj = (

n∑
k=1

B(u)(k, j))

n∑
i=1

A(u)(i, k)bi

= (

n∑
k=1

B(u)(k, j))0 = 0

pour tout j et donc
Pu(u) = 0.

2 Les matrices nilpotentes.

Définition 2.1. Soit A un anneau. Un élément a de A est dit nilpotent si an = 0 pour un certain
n ∈ N∗. Le degré de nilpotence de a est le plus petit entier d(a) > 0, tel que ad(a) = 0.

Proposition 2.2. Soit E un K-espace vectoriel et soit u ∈ L(E). Soit x ∈ E tel que un(x) =
0, un−1(x) 6= 0. Alors la famille {u0(x) = x, u(x), · · · , un−1(x)} est libre.

Démonstration. Supposons que
n−1∑
j=0

λju
j(x) = 0.
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Alors

0 = uk(0) = uk(

n−1∑
j=0

λju
j(x)) =

n−1∑
j=0

λju
j+k(x).

Pour k = n− 1 on voit que uj+n−1(x) = 0 pour j > 0 et ainsi

0 = λ0u
n−1(x) + 0,

ce qui implique que λ0 = 0. Par récurrence sur l ≥ 0 on suppose que λi = 0, i = 0, · · · , l, et alors
pour k = n− 2− l on obtient :

0 =

n−1∑
j=0

λju
j+k(x) =

n−1∑
j=l+1

λju
j+n−2−l(x)

= λl+1u
n−1(x) +

n−1∑
j=l+2

λju
(j−2−l)+n(x) = λl+1u

n−1(x).

Ainsi λl+1 = 0 et donc λi = 0 pour tout i.

Corollaire 2.3. Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie, et soit u ∈ L(E) un élément
nilpotent. Alors le degré de nilpotence de u est inférieur ou égal à dim(E). En particulier, si
uj(x) = 0 pour un j > dim(E), alors déjà udim(E)(x) = 0 (x ∈ E).

Démonstration. En effet, prenons un v ∈ E, tel que ud(u)−1(v) 6= 0. Alors la famille {u0(x), · · · , ud(u)−1(x)}
est libre et donc le cardinal d(u) de cette famille ≤ dim(E).

Définition 2.4. 1. Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie, soit u ∈ L(E) et soit
F ⊂ E un sous-espace vectoriel de E. Nous disons que F est u-invariant si u(x) ∈ F pour
tout x ∈ F .

2. Nous disons que le sous-espace u-invariant F de E est u−cyclique, s’il existe un vecteur
x0 ∈ F , tel que F = vec({uj(x0), j ∈ N}).

Théorème 2.5. Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie. Soit u ∈ L(E) un endomor-
phisme nilpotent de degré de nilpotence d = d(u). Il existe une base B = {bj1, i = 1, · · · dj , j =

1, · · ·N, } de E, telle que u(bji ) = bji−1, i = dj , · · · , 2, u(bj1) = 0, j ∈ J . En particulier {bj1, j =
1, · · ·N} est une base du noyau de u et le degr de nilpotence d de u est gal au maximum des
nombres dj , j = 1, · · ·N.

Démonstration. Faisons une récurrence sur dim(E). Si E est de dimension 1, alors u = 0 et donc
J = {1}, tout vecteur non nul u11 de E convient pour faire la base B. Supposons le théorème établi

pour tout K-espace vectoriel de dimension < n et soit E un espace vectoriel de dimension n. Soit
u ∈ L(E) nilpotent. Considérons E′ = im(u) et u′ = u|E′ . Comme u est nilpotent, son noyau est

non nul, car im(ud(u)−1) ⊂ ker(u). Donc n′ := dim(E′) = dim(E)− dim(ker(u)) < n. Nous avons

que ker(u′) = ker(u) ∩ E′ et que im(u′
k
) = im(uk+1) pour tout k. Soit J ′ = {j ∈ J ; bj1 ∈ im(u)}.

Alors d’après l’hypothèse de récurrence pour (E′, u′) et pour B′1 = B1 ∩ im(u) = {bj1, j ∈ J ′, la

famille B′ =
⋃
j∈J′ B′

j
, où B′j = {bjdj−1, · · · , B

j
1}, est une base de E′.

Montrons que B est une base de E. Par construction, nous savons déjà que

u(bij) = bji−1, 1 < i ≤ dj , u(bj1) = 0; j ∈ J.

Soit x ∈ E. Alors

u(x) =
∑
j∈J′

dj−1∑
i=1

µji b
j
i .
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Soit

y =
∑
j∈J′

dj−1∑
i=1

µji b
j
i+1.

Alors

u(x− y) =
∑
j∈J′

dj−1∑
i=1

µji b
j
i − u(y)

=
∑
j∈J′

dj−1∑
i=1

µji b
j
i −

∑
j∈J′

dj−1∑
i=1

µji b
j
i = 0.

Donc ker(u) 3 x− y =
∑
j∈J µ

j
1b
j
1 et

x =
∑
j∈J′

dj∑
i=2

µji b
j
i +

∑
j∈J

µj1b
j
1.

Ainsi B est une partie génératrice de E. Supposons que

0 =
∑
jinJ

dj∑
i=1

λj1b
j
i

pour certains scalaires λji . Alors

0 = u(
∑
j∈J

dj∑
i=1

λj1b
j
i ) =

∑
j∈J′

dj∑
i=2

λj1b
j
i−1.

Comme les vecteurs bji−1, j ∈ J ′,i = 1, · · · , dj − 1, sont dans B′, on a que

λji = 0, j ∈ J ′, i = 2, · · · , dj .

Il nous reste la relation
0 =

∑
j∈J

λj1b
j
1.

Le fait que les bj1, j ∈ J , forment une base de ker(u) forcent les λj1, j ∈ j, à être aussi 0. Donc B
est une partie libre et finalement B est une base de E.

Corollaire 2.6. Soit A ∈Mn(K) une matrice nilpotente. Alors

A = U ·


A1 0 . . . 0
0 A2 . . . 0
...

...
. . .

...
0 0 . . . AN

 · U−1,
où pour une certaine matrice inversible U ∈Mn(K), pour j = 1, · · · , N ,

Aj =


0 1 0 . . . 0
0 0 1 . . . 0
...

...
. . .

. . .
...

0 0 . . . 0 1
0 0 . . . . . . 0


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Démonstration. Soit u = uA l’endomorphisme de Kn défini par

u(X) = X ·At, X ∈ Kn.

Comme A est nilpotente, u l’est aussi et donc il existe une base de Jordan B pour u avec les
propriétés du théorème 2.5. La matrice N = MBB(u) a alors la forme

A1 0 . . . 0
0 A2 . . . 0
...

...
. . .

...
0 0 . . . AN


de la proposition. La matrice de passage U = MEB(I) de B à la base canonique E a comme
colonnes les coordonnées des vecteurs bji et en outre

A = MEE(uA) = MEB(I)MBB(uA)MBE(I) = U ·N · U−1.

3 Les espaces caractéristiques

Définition 3.1. Soit u un endomorphisme d’un espace vectoriel de dimension finie E. On dit
qu’un élément x non nul de E est un vecteur propre, s’il existe λ ∈ K, tel que

u(x) = λ · x.

Ce scalaire λ est appelé valeur propre de u. Nous écrivons

σ(u) = σK(u)

et nous appelons spectre de u l’ensemble des valeurs propres de u.

Proposition 3.2. Soit u ∈ L(E) et supposons dimE <∞. Alors

σ(u) = {λ ∈ K; det(u− λ · IE) = 0}.

En particulier, #(σ(u)) ≤ dim(E).

Démonstration. En effet
σ(u) = {λ ∈ K; ker(u− λ · IE) 6= {0}}

= {λ ∈ K; u− λ · IE n’est pas inversible}

= {λ ∈ K; det(u− λ · IE) = 0}.

Comme la fonction polynôme λ 7→ det(u− λIE) est de degré n, on voit que

#(σ(u)) = nombre de racines de u ≤ dim(E).

Définition 3.3. Soit u un endomorphisme d’un K- espace vectoriel E. Soit λ ∈ σ(u).

1. Nous appelons espace propre de u (pour la valeur propre λ) le sous-espace

Eλ(u) = Eλ = {x ∈ E;u(x) = λ · x.}

Il est clair que Eλ est constitué des vecteurs propres de u et de 0.
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2. Nous appelons sous-espace caractéristique de u (pour la valeur propre λ) et nous notons
Nu(λ) le sous-espace

Nλ(u) = Nλ = ker((u− λI)dim(E)).

Il est clair que

Nλ =

dim(E)⋃
i=1

ker((u− λI)i),

car
ker((u− λIE)i) ⊂ ker((u− λI)dim(E))

pour i ≤ dim(E) et
ker((u− λI)dim(E)) = ker((u− λI)j)

pour tout j > dim(E).

Définition 3.4. Soit A une algèbre unitaire sur K. Soit a ∈ A. L’idéal

Ia = {P ∈ K[X]; P (a) = 0}

est principal d’après (18 chapitre sur les polynômes). Le polynôme unitaire qui engendre Ia est
appelé polynôme minimal de a et sera noté Qa.
Ainsi

Ia = K[X] ·Qa.

Proposition 3.5. Si A est de dimension finie, alors le polynôme minimal d’un élément a de A
est de degré ≤ dim(A).

Démonstration. En effet, soit m le plus petit indice tel que la famille

{I, a, a2, · · · , aj · · · , am−1}

soit libre. Alors m ≤ dim(A) et

am =

m−1∑
j=0

λja
j .

Ainsi le polynôme P = Xm −
∑m−1
j=0 λjX

j annule a et donc le polynôme minimal Qa, qui est un
diviseur de P , est de degré ≤ m ≤ dim(A).

Proposition 3.6. Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie et soient u, v ∈ L(E). Si v
commute à u, alors pour tout λ ∈ σ(u), on a que

v(Eλ(u)) ⊂ Eλ(u), v(Nλ(u)) ⊂ Nλ(u).

Démonstration. On a que
(u− λIE) ◦ v = v ◦ (u− λIE)

et donc aussi pour tout n ∈ N∗

(u− λIE)n ◦ v = v ◦ (u− λIE)n.

En particulier, si x ∈ ker((u− λIE)n), alors

(u− λIE)n(u(x)) = u((u− λIE)n(x)) = u(0) = 0

et ainsi
u(ker((u− λIE)n)) ⊂ ker((u− λIE)n).
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Proposition 3.7. Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie et soit u ∈ L(E). Alors la
somme des sous-espaces caractéristiques de u est directe.

Démonstration. Supposons que

0 =
∑

λ∈σ(u)

xλ,

où xλ ∈ Nλ(u) pour tout λ ∈ σ(u). Nous devons prouver que

xλ = 0, λ ∈ σ(u).

Fixons µ ∈ σ(u) et considérons l’endomorphisme

v =
∏

λ∈σ(u)
λ 6=µ

(u− λIE)dim(E).

Nous avons pour ρ ∈ σ(u), ρ 6= µ que

v(xρ) =
∏

λ∈σ(u)
λ6=µ

(u− λIE)dim(E)(xρ)

=
∏

λ∈σ(u)
λ 6=µ,λ 6=ρ

(u− λIE)dim(E)
(

(u− ρIE)dim(E)(xρ)
)

=
∏

λ∈σ(u)
λ 6=µ,λ 6=ρ

(u− λIE)dim(E)(0) = 0

et ainsi
0 = v(0) = v(

∑
λ∈σ(u)

xλ) =
∑

λ∈σ(u)

v(xλ) = v(xµ).

Mais pour tout λ 6= µ, l’endomorphisme

(u− λIE)|Nµ(u) = (µ− λ)INµ(u) + (u− µI)|Nµ(u)

est de la forme
τI− n

avec 0 6= τ ∈ K et n ∈ L(Nµ(u)) nilpotent. Mais un tel endomorphisme est inversible, l’inverse
étant donné par

(τI− n)−1 =
1

τ
(

d(n)∑
j=0

(
n

τ
)j).

Donc la restriction de v à Nµ(u) est aussi inversible car c’est la composée d’un certain nombres
d’endomorphismes de cette forme, et ainsi v(xµ) = 0 implique que xµ = 0.

Définition 3.8. Un endomorphisme s ∈ L(E) est dit diagonalisable, si

E =
∑

λ∈σ(u)

Eλ(u).

Une matrice A ∈Mn(K) est dite diagonalisable, s’il existe une matrice inversible U ∈MCn telle
que

A = U ·


λ1 0 . . . 0
0 λ2 . . . 0
...

...
. . .

...
0 0 . . . λn

 · U−1.
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Proposition 3.9. Soit u ∈ L(E) (dim(E) <∞). Alors les conditions suivantes sont équivalentes :

1. u est diagonalisable.

2. Il existe une base B de E constituée de vecteurs propres de u.

3. Il existe une base B de E telle que la matrice A = MBB(u) de u dans la base B soit
diagonale.

4. La matrice A = MCC(u) de u est diagonalisable pour toute base C de E.

Démonstration. 1)⇒2). Prenons pour chaque λ ∈ σ(u) une base Bλ = {bλ1 , · · · , bλdλ} de Eλ(u).
Alors la réunion

B =
⋃

λ∈σ(u)

Bλ

est une base de E, car E est la somme directe des Nλ(u), et tous les élément de B sont des
vecteurs propres. 2)⇒ 3). Soit B = {b1, · · · , bn} une base de E formée de vecteurs propres de u.

Alors la matrice
A = MBB(u)

est diagonale car

λj · bj = u(bj) =

n∑
i=1

aijbi

et ainsi
aij = λjδij .

3)⇒4) Soit C une base quelconque de E et B une base constituée de vecteurs propres de u. Alors
D = MBB(u) est une matrice diagonale et

MCC(u) = MCB(IE) ·MBB(u) ·MBC(IE)

= U ·D · U−1,
où U = MCD(IE) est inversible. Donc MCC(u) est diagonalisable. 4) ⇒ 1). Soit C = {c1, · · · , cn}

une base de E, soit U ∈ Gln(K) telle que

M = MCC(u) = U ·D · U−1,

où D = (λiδij) ∈Mn(K) est diagonale. Alors M · U = U ·M et donc

n∑
k=1

M(i, j)U(j, k) = λjU(i, j), ∀(i, j).

Posons

bj =

n∑
k=1

U(k, j)ck, j = 1, · · · , n.

Alors B = {b1, · · · , bn} est une base de E, car U est inversible et pour 1 ≤ j ≤ n nous avons que

u(bj) = u(

n∑
k=1

U(k, j)ck) =

n∑
k=1

U(k, j)u(cj)

=

n∑
k=1

U(k, j)

n∑
i=1

M(i, k)ci =

n∑
i=1

(

n∑
k=1

M(i, k)U(k, j))ci

= λj

n∑
i=1

U(i, j)ci = λjbj .

Ainsi E possède une base (la base B) constituée de vecteurs propres et donc E ⊂
∑
λ∈σ(u)Eλ(u),

c. à d. u est diagonalisable.
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Proposition 3.10. Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie n et soit u ∈ L(E) un
endomorphisme diagonalisable. Pour λ ∈ σ(u) soit

pλ :=
1∏

ω 6=λ
ω∈σ(u)

(λ− ω)

∏
ω 6=λ
ω∈σ(u)

(X − ω)

et soit

pλ = Pλ(u) ∈ L(E).

Alors pλ est le projecteur sur l’espace propre Eλ(u) paralèlement aux autres sous-espaces propres.

Démonstration. En effet soit x ∈ E. Alors x =
∑
ω′∈σ(u) xω′ avec xω′ ∈ Eω′(u), ω′ ∈ σ(u). Donc

pλ(x) =
∑

ω′∈σ(u)

pλ(xω′)

=
1∏

ω 6=λ
ω∈σ(u)

(λ− ω)

∑
ω′∈σ(u)

∏
ω 6=λ
ω∈σ(u)

(u− ωIE)(xω′)

=
1∏

ω 6=λ
ω∈σ(u)

(λ− ω)

∑
ω′∈σ(u)

∏
ω 6=λ
ω∈σ(u)

(ω′ − ω)(xω′)

=
1∏

ω 6=λ
ω∈σ(u)

(λ− ω)
(
∏
ω 6=λ
ω∈σ(u)

(λ− ω))xλ

= xλ.

Proposition 3.11. Soient u, v ∈ L(E), (dim(E) < ∞) deux endomorphismes diagonalisables.
Supposons que u et v commutent. Alors u+ v est aussi diagonalisable.

Démonstration. Comme u et v commutent, les projecteurs spectraux puλ, λ ∈ σ(u), et pvµ, µ ∈ σ(v),
commutent aussi, car ce sont des polynômes en u resp. en v d’après la proposition précédente. Soit
Eλ,µ l’image du projecteur pλ,µ := puλ ◦ pvµ, µ ∈ σ(v), λ ∈ σ(u). Soit x ∈ Eλ,µ. Alors x = pλ,µ(y)
pour un certain y ∈ E et donc

(u+ v)(x) = u(puλ(pvµ(y)) + v(pvµ(puλ(y))

= u(puλ(pvµ(y)) + v(pvµ(puλ(y))

= λpuλ(pvµ(y)) + µ(pvµ(puλ(y))

= (λ+ µ)x.

Ainsi Eλ,µ ⊂ Eu+v(λ+ µ). D’autre part nous avons

IE =
∑

λ∈σ(u)

puλ

= (
∑

λ∈σ(u)

puλ) ◦ IE

=
∑

λ∈σ(u)

∑
µ∈σ(v)

puλ ◦ pvµ.

Ainsi E ⊂
∑
λ∈σ(u)

∑
µ∈σ(v)Eu+v(λ+ µ) et donc u+ v est diagonalisable.
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4 Le théorème de Jordan

Théorème 4.1. (Jordan) Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie et soit u ∈ L(E).
Supposons que le polynôme minimal Qu de u se décompose en produit de facteurs linéaires, c. à
d. que

Qu(X) =
∏

ω racine

(X − ω)βω .

Alors E est la somme directe des sous-espaces caractéristiques de u. En particulier, le spectre de u
est constitué des racines de Qu et le degré de nilpotence de (u−λIE)|Nλ(u) est égal à βλ, λ ∈ σ(u).
Il existe une base

B =
⋃

λ∈σ(u)

Bλ =
⋃

λ∈σ(u)

Nλ⋃
j=1

Bλj ,

où Bλj = {bλj1 , · · · , b
λj
dλj
}

Démonstration. Posons pour une racine ω de Qu

Pω =
∏
τracine
τ 6=ω

(X − τ)βτ .

Alors les polynômes Pω, ω racine, sont premiers entre eux dans leur ensemble et il existe donc
pour toute racine τ un polynôme Qτ , tels que∑

τ

Pτ ·Qτ = 1.

Posons
pτ = Pτ (u), Rτ = Pτ ·Qτ , rτ = Rτ (u) ∈ L(E), τ racine.

Comme ∑
τracine

Rτ = 1

on a que ∑
τracine

rτ = IE .

D’autre part, si τ 6= τ ′ alors

pτ ◦ pτ ′ = Pτ (u) ◦ Pτ ′(u) =

pτ ◦ rτ ′ = (Pτ · P ′τ )(u)

=

 ∏
τ′′racine
τ′′ 6=τ

(X − τ ′′)βτ′′
∏

τ′′′racine
τ′′′ 6=τ′

(X − τ ′′′)βτ′′′

 (u)

=

−−− ∏
ωracine
ω 6=τ

(X − ω)βo

 (u) = −−−Qu(u) = 0.

Alors on a aussi :

rτ ◦ rτ ′ = Qτ (u) ◦Qτ ′(u) ◦ (pτ ◦ pτ ′) = 0, τ 6= τ ′.

En outre
rτ = rτ ◦ IE = rτ ◦ (

∑
rω

) =
∑
ω

rτ ◦ rω = rτ ◦ rτ = r2τ .
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Ainsi rτ est le projecteur sur son image Iτ paralèllement aux sous-espaces Iω, ω 6= τ. en particulier

E =
∑

τ racine

Iτ(4.1)

Montrons que

Nτ (u) = image(pτ ), τ racine.

En effet, si x ∈ image(pτ ) alors x = pτ (y) pour un certain y ∈ E et alors

(u− τIE)βτ (x) = (u− τIE)βτ pτ (y) = Qu(u)(y) = 0.

Donc image(pτ ) ⊂ Nτ (u). Réciproquement, si x ∈ Nτ (u), alors il existe y ∈ Nλ(u), tel que
x = pτ (y) car l’endomorphisme pτ |Nτ (u) est bijectif d’après la preuve de la proposition 3.7. Donc
Nτ (u) ⊂ image(φτ ). Finalement Nτ (u) = image(pτ ), τ racine .
Nous voyons alors que

(u− τI)βτ (Nτ (u)) = (u− τI)βτ ◦ pτ (Nτ (u)) = Qu(u)(Nτ (u)) = {0},

mais que
(u− τI)βτ−1(Nτ (u)) = (u− τI)βτ−1 ◦ pτ (E) 6= {0},

car Qu = (X − τ)βτPτ (X) est le polynôme minimal de u. Donc le degré de nilpotence de (u −
τIE)|Nτ (u) est égal à l’exposant βτ .
Montrons que pour toute racine τ le sous-espace Iτ est égal à Nλ(u). Nous savons déjà que l’image
du projecteur rτ , τ racine, est contenu dans l’image de pτ , donc est contenue dans Nτ (u), car
rτ = pτ ◦Qτ (u). Soit x ∈ Nτ (u). Alors

x =
∑

λ racine

yλ

où yλ ∈ Iλ pour toute racine λ. Donc x = yτ ∈ Iτ , car la somme des sous-espaces caractéristiques
est directe. Ainsi Nτ ⊂ Iτ ⊂ Nτ (u), τ racine, c. à d.

Iτ = Nτ (u), τ racine.

Nous avons vu que les sous-espaces Nτ (u), τ racine, ne sont pas réduits à {0}, donc toute racine
τ est une valeur propre. Ainsi les racines de Qu sont contenus dans le spectre de u. Soit λ ∈ σ(u)
et supposons que λ n’est pas une racine de Qu. Comme

E =
∑

τracine

Nτ (u)

on a que

x =
∑

τracine

xτ

où xτ ∈ Nτ (u) pour tout τ. Donc

(−x) +
∑

τracine

xτ = 0,

ce qui implique que x = 0, car la somme des sous-espaces caractéristiques est directe. On obtient
une contradiction avec le fait que x 6= 0. Ainsi σ(u) est l’ensemble des racines de Qu.

Prenons pour chaque λ ∈ σ(u) une base de Jordan Bλ de Nλ(u) pour l’endomophisme nilpotent
uλ = (u− λIE)|Eλ(u) :

Bλ =

Nλ⋃
j=1

Bλj ,

11



où
Bλj = {bλj1 , · · · , b

λj
dλj
}.

Alors
(uλ − IE)(bλji ) = bλji−1, i > 1

et
(uλ − IE)(bλj1 ) = 0.

Notons
s =

∑
λ∈σ(u)

λrλ, n = u− s.

Alors pour x =
∑
λ∈σ(u) xλ, (xλ ∈ Nλ(u))

s(x) = s(
∑

µ∈σ(u)

xµ) = (
∑

λ∈σ(u)

λrλ)(
∑

µ∈σ(u)

xµ)

=
∑

µ∈σ(u)

λxλ.

Donc s est diagonalisable. On a (u− s)|Nλ(u) = (u− λIE)|Nλ(u) et ainsi, pour x ∈ Nλ(u),

(u− s)βλ(x) = (u− λIE)βλ(x) = 0

et ainsi n = u− s est nilpotent de degré

d(n) = sup
λ∈σ(u)

βλ.

Ecrivons

S =
∑

λ∈σ(u)

λRλ, N = X − S.

Alors
S(u) = s,N(u) = n.

Donc s ◦ n = n ◦ s. Montrons l’unicité de s et de n. Soit t un endomorphisme diagonalisable et m

un endomorphisme nilpotent, tel que

u = t+m, t ◦m = m ◦ t.

Alors
u ◦ t = (t+m) ◦ t = t2 +m ◦ t = t2 + t ◦m = t ◦ (m+ t) = t ◦ u.

De la même façon, m ◦ u = u ◦m. Ainsi

s ◦ t = S(u) ◦ t = t ◦ S(u) = t ◦ s

et de même
m ◦ n = n ◦m.

Donc
t− s = m− n,

t − s est diagonalisable et n −m est nilpotent. Mais tout endomorphisme diagonalisable, qui est
nilpotent a un spectre réduit à {0} et est donc lui-même 0. Ainsi

t = s, m = n.
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Montrons qu’on peut changer S, tel que S soit sans terme constant. Si u est inversible, alors le
terme constant a0 de Qu est différent de 0. Donc si S = s0 + · · · , le polynôme

S1 = S − s0
a0
Qu

est sans terme constant et vérifie

S1(u) = S(u)− s0
a0
Qu(u) = S(u) + 0 = s.

Si u n’est pas inversible, alors

s =
∑

λ∈σ(u)

λrλ =
∑
λ∈σ(u)
λ6=0

λrλ

=

 ∑
λ∈σ(u)
λ 6=0

λRλ

 (u).

Or
Pλ =

∏
µ6=λ

(X − µ)βµ = Xβ0

∏
µ6=λ
µ6=0

(X − µ)βµ

est sans terme constant pour λ 6= 0. Finalement

S =
∑
λ∈σ(u)
λ 6=0

λQλPλ

est sans terme constant.

Corollaire 4.2. Soit A ∈Mn(K), tel que le polynôme minimal QA de A se décompose en produit
de facteurs linéaires, c. à d.

QA(X) =
∏
(

X − ω)βω .

Alors il existe une matrice inversible U telle que

A = U ·


Jλ1 0 . . . 0 0
0 Jλ2

. . . 0 0
...

...
. . .

...
...

0 0 . . . Jλk−1
0

0 0 . . . 0 Jλk

 · U−1,

Jλi =


J1
i 0 . . . 0 0
0 J2

i . . . 0 0
...

...
. . .

...
...

0 0 . . . JNi−1i 0

0 0 . . . 0 JNii


et où

Jji =



λi 1 0 . . . 0 0
0 λi 1 . . . 0 0
...

...
. . .

. . .
...

...
0 0 . . . λi 1 0
0 0 . . . 0 λi 1
0 0 . . . 0 0 λi


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Proposition 4.3. Pour qu’un endomorphisme u ∈ L(E) soit diagonalisable, il faut et il suffit
que le polynôme minimal de u se décompose en facteurs linéaires et que la multiplicité de chaque
facteur linéaire soit égale à 1.

Démonstration. Si u est diagonalisable, alors∏
λ∈σ(u)

(u− λIE) = 0,

car
(u− λIE)(Eλ) = (0)

pour tout λ. Le polynôme minimal Qu de u divise donc le polynôme P =
∏
λ∈σ(u)(X − λ) et se

décompose alors en produit de facteurs linéaires. Comme les racines de Qu sont les élément s du
spectre de u, il faut que Qu = P. Si

Qu =
∏

λ∈σ(u)

(X − λ)1

alors le degré de nilpotence de u− λI sur Nλ(u) est égal à 1 et donc (u− λIE)(x) = 0, pour tout
x ∈ Nλ(u). Ainsi Eλ(u) = Nλ(u), λ ∈ σ(u) et u est diagonalisable.

5 Jordanisation d’une matrice carrée.

Soit A ∈ Mn(K) une matrice carrée telle que son polynôme minimal Qu =
∏
λ∈σ(A)(X − λ)βλ

se décompose en produit de facteurs linéaires. Soit PA = det(A − XIn) =
∏
λ∈σ(A)(X − λ)αλ le

polynôme caractéristique de A et soit u : nK →nK l’endomorphisme défini par

u(x) = A · x, x ∈nK.

Nous trouvons les sous-espaces caractéristiques Nλ(u), λ ∈ σ(A), de u en calculons les matrices
Pλ =

∏
ω 6=λ(A − ωIn)αω . En effet on vérifie facilement que l’endomorphisme

∏
ω 6=λ(u − ωIn)αω

annule les sous-espaces Nω(u), ω 6= λ et qu’il est inversible sur Nλ(u), donc il a comme image
justement le sous-espace Nλ(u). On obtient donc une partie génératrice de Nλ(u) en considérant
les vecteurs colonnes de Pλ. En calculons les matrices (A−λIn)j .Pλ, j = 1, · · · , βλ, on obtient les
sous-espaces im((u − λI)|Nλ(u))j) en prenant l’espace engendré par les colonnes de ces matrices.

Ceci nous permet de trouver une base de Jordan Bλ de l’endomorphisme (u−λI)|Nλ(u) et ainsi en

faisant la réunion sur ces Bλ on obtient une base de Jordan B pour u. Les éléments de B forment
une matrice inversible U qui a la propriété que

J = U−1 ·A · U

est la matrice de Jordan se A (et de u).

6 Une application : Les équations différentielles ordinaires
linéaires.

Soit E un espace vectoriel complexe ou réel de dimension finie. Prenons une norme ‖‖ sur E. Pour
un endomorphisme linéaire u de E soit

‖u‖op := sup
x∈E,‖x‖≤1

‖u(x)‖.

On vérifie que la fonction ainsi définie sur l’espace des endomorphismes L(E) est une norme :
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1. ‖u‖op = 0 ≡ u = 0,

2. ‖u+ v‖op ≤ ‖u‖op + ‖v‖op, u, v ∈ L(E),

3. ‖u ◦ v‖op ≤ ‖u‖op‖v‖op, u, v ∈ L(E).

Pour justifier le dernier point, on vérifie que

‖u(x)‖ = ‖u(
‖x‖x
‖x‖

)‖ = ‖x‖‖u(
x

‖x‖
)‖ ≤ ‖u‖op‖x‖, 0 6= x ∈ E

et alors

‖u ◦ v‖op = sup
x∈E,‖x‖≤1

‖u ◦ v(x)‖

≤ sup
x∈E,‖x‖≤1

‖u‖op‖v(x)‖

≤ ‖u‖op‖v‖op.

Lemme 6.1. Soit u ∈ L(E). alors la série

eu :=

∞∑
j=0

uj

j!

converge en norme dans L(E).

Démonstration. Comme E est de dimension fini, l’espace normé (L(E), ‖‖op) est complet. Donc il

suffit de montrer que limk→∞
∑k
j=0

‖uj‖op
j! <∞.

Or d’après la relation (6, (3)) on a que que ‖uj‖op ≤ ‖u‖jop, j ∈ N∗. Donc pour le plus petit indice
j0 tel que j0 ≥ 2(1 + ‖u‖op) on a que

‖uj‖op
j!

≤
‖u‖jop
j!
≤ jj00

‖u‖jop
jj0

≤ jj00
1

2j
=: cu

1

2j
.

Donc

lim
k→∞

k∑
j=0

‖uj‖op
j!

≤ cu lim
k→∞

k∑
j=0

1

2j
<∞.

Lemme 6.2. Soient u, v ∈ L(E), tels que u ◦ v = v ◦ u. Alors

eu ◦ ev = eu+v.

Démonstration. En effet on a

(

k∑
i=0

ui

i!
)(

k∑
j=0

vj

j!
) =

k∑
i,j=0

uivj

i!j!

=

k∑
l=0

∑
i+j=l

uivj

i!j!
+
∑
i+j>k
i,j≤k

uivj

i!j!

=

k∑
l=0

(u+ v)l

l!
+
∑
i+j>k
i,j≤k

uivj

i!j!
.
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Maintenant ∑
i+j>k
i,j≤k

‖u
ivj

i!j!
‖op ≤

∑
i+j>k
i,j≤k

‖u‖iop‖v‖jop
i!j!

≤ cucv
∑
i+j>k
i,j≤k

1

2i+j

≤ k2

2k
→ 0 si k →∞.(6.2)

Donc

eu ◦ ev = lim
k→∞

(

k∑
i=0

ui

i!
) lim
k→∞

(

k∑
j=0

vj

j!
)

= lim
k→∞

(

k∑
i=0

ui

i!
)(

k∑
j=0

vj

j!
)


= lim

k→∞

 k∑
l=0

(u+ v)l

l!
+
∑
i+j>k
i,j≤k

uivj

i!j!


= lim

k→∞

(
k∑
l=0

(u+ v)l

l!

)
+ lim
k→∞

 ∑
i+j>k
i,j≤k

uivj

i!j!


= eu+v,

d’après (6.2).

Considérons l’équation différentielle :

˙X(t) = u(X(t)), t ∈ R, X(0) = x0.

Ici t 7→ X(t) est une application de classe C(1) définie sur un intervalle ouvert I à valeurs dans E
et u ∈ L(E) et où x0 est un vecteur choisi dans E.

Théorème 6.3. L’équation différentielle ˙X(t) = u(X(t)), t ∈ R, X(0) = x0 admet la solution
unique : X(t) = etu(x0), t ∈ R.

Démonstration. En effet, on vérifie tout de suite que

d

dt
(etu) = lim

s→0

e(t+s)u − etu

s

= lim
s→0

(esu − 1)

s
etu

= lim
s→0

(

∞∑
j=1

sj−1
uj

j!
)etu

= uetu, t ∈ R.

Ainsi la courbe X(t) := etux0 vérifie l’équation et aussi la condition initiale X(0) = x0.
Si Y : I → E est une autre solution de l’équation, alors considérons Z(t) = e−tu(Y (t))), t ∈ R.
Alors

d

dt
(Z(t)) = e−tu( ˙Y (t))− u(e−tu(Y (t)))

= e−tu(u(Y (t)))− u(e−tu(Y (t)))

= u(Z(t)− Z(t)) = 0, t ∈ R.
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Donc l’application t 7→ Z(t) est constante. Finalement Z(t) = x0 pour tout t ∈ I. Ceci veut dire
que Y (t) = etux0, t ∈ I.

D’après le théorème de Jordan, pour un espace E complexe, ou si E est réel et vérifie la condition
du théorème, alors on peut écrire

u = s+ n, s diagonalisable et n nilpotent , s ◦ n = n ◦ s.

Alors

etu = ets+tn = ets(

d∑
j=0

tjnj

j!
), d = dim E.

Si nous prenons une base de Jordan B de E, alors la matrice S de l’endomorphisme s est diagonale
et

S =


λ1 0 . . . 0

0
. . .

. . .
...

...
. . .

. . . 0
0 . . . 0 λd


et la matrice de eut pour la base B est donnée par

etS =


etλ1 0 . . . 0

0
. . .

. . .
...

...
. . .

. . . 0
0 . . . 0 etλd

 .
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