Le théoreme de Jordan

1 Le Théoreme de Cayley-Hamilton.

Définition 1.1. Soit F un K-espace vectoriel de dimension finie. Nous appelons polynéme ca-
ractéristique de u le polynome

Py(X) = det(M — X -1,,).

Ici M = MP5B(u) est la matrice de u dans la base B = {by,--- ,b,} de E. Si C est une autre base,
alors
MCYC (u) = MYB(1g) - MBB(u) - MCB(u)"t =U-A-U!

et donc
det(MCC(u) — X - 1,,)

=det(M“B(1g) - MBB(u)- MOB(u)~! — X - 1,,)
= det(M“P(Ig) - (MPP(u) = X - 1,,) - MCB( )
= det(MB(1g))P,(X)det(MEB(Ig))~! = P,(X).

Ainsi le polynome P, est indépendant de la base choisie. Ecrivons

aij = M(i, j),
aij(X) = (MPP(u) = X -1,)(4,5), 1<i,j<n.
Alors a;;(X) =a; — X, 1 <i<n, et

Pu(X) = Z E(U)QU(I)l(X) T aa(n)n(X)

oESy

H an - Z 6(U)a‘a(l)l(}() e aa(n)n(X)

oESn
oAl

Le deuxieéme terme est de degré < n — 2 en X, car o(i) # ¢ pour au moins deux indices ¢ si 0 # I
et donc

Pu(X) = (—1)"X" + <—1>"‘1<Z%>X”—1 +(-— )X "2+
1
= (=1)"X" + (—=1)" trace(u) + Z 1)'pi X" + det(u).
i=n—2

Théoréme 1.2. (Caley-Hamilton) Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie, u un endo-
morphisme de E, P, son polynéme caractéristique et Q. le polynéme minimal de u. Alors

P,(u)=0.

En particulier, Q,, divise P, et deg Q, < dim(E).



Démonstration. Soit B = {b1,--- ,b,} une base de E A = (a;;) la matrice de u dans B. Soit
A(X)=A—- XI, et soit B(X) = ((—1)"det((A— X -L,);;)) la co-matrice de A(X). Alors

A(X) - B(X) = B(X) - AX) = det(A(X))L,

et donc
n

> B(X)(k, )AG, k) (X) = Pu(X)dij, 1<j<n.
k=1

Remplacons dans ces identités polynomiales le symbole X par ’endomorphisme u. Alors
> B)(k, 5)AG, k) (w) = 6, Pu(u), 1<) <n.
k=1

Appliquons ces endomorphismes aux vecteurs b; de la base B et sommons sur i :

> Bu)(k,§)Aw) (i, k)b =Y 65 Pu(u)b;, 1<j<n.
i=1 k=1 i=1
Ceci implique que
> Bu)(k,j) Y Aw)(i, k)b = Pu(u)b;, 1<j<n.
k=1 i=1

Comme

A(u)(z, k‘) = (ai,k — 5lkX)(u) = aikHE — 6iku

nous voyons que
n

> A(u) (i, k)b = aikbi — u(by) =0

i=1 i=1

pour tout k. Finalement

pour tout j et donc

2 Les matrices nilpotentes.

Définition 2.1. Soit A un anneau. Un élément a de A est dit nilpotent si a™ = 0 pour un certain
n € N*. Le degré de nilpotence de a est le plus petit entier d(a) > 0, tel que a®@) = 0.

Proposition 2.2. Soit E un K-espace vectoriel et soit u € L(E). Soit x € E tel que u™(z) =
0, u"~1(x) # 0. Alors la famille {u°(z) = z,u(z), - ,u" "1 (z)} est libre.

Démonstration. Supposons que

n—1
Z ! (z) = 0.
7=0



Alors ) .
0=1u"0) = uk(z /\juj(a:)) = Z )\juj+k(x)
§=0 §=0
Pour k = n — 1 on voit que w/*"~1(x) = 0 pour j > 0 et ainsi
0 = Xu""(z) 40,

ce qui implique que Ag = 0. Par récurrence sur [ > 0 on suppose que \; =0,¢ =0,--- [, et alors
pour k =n — 2 — [ on obtient :

O—Z)\uﬁ'k Z)\u7+"21()

j=l+1

n—1
= e x) + Z Ajul=270Fn () = N\ u T ().
Jj=l+2

Ainsi Ajy1 = 0 et donc A\; = 0 pour tout <. O

Corollaire 2.3. Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie, et soit u € L(FE) un élément
nilpotent. Alors le degré de nilpotence de u est inférieur ou égal o dim(E). En particulier, si
u! (x) = 0 pour un j > dim(E), alors déja u™F)(z) =0 (z € E).

Démonstration. En effet, prenons un v € E, tel que u¥®~1(v) # 0. Alors la famille {u°(x), - - -, u®™~1(2)}
est libre et donc le cardinal d(u) de cette famille < dim(FE). O

Définition 2.4. 1. Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie, soit u € L(E) et soit
F C FE un sous-espace vectoriel de E. Nous disons que F est u-invariant si u(x) € F pour
tout x € F.

2. Nous disons que le sous-espace u-invariant F' de E est u—cyclique, s’il existe un vecteur
xo € F, tel que F = vec({w (xg), j € N}).

Théoreme 2.5. Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie. Soit u € L(E) un endomor-
phisme nilpotent de degré de nilpotence d = d(u). Il existe une base B = {b],i =1,- dj, J o=
1,---N,} de E, telle que u(bg) = bg_l, i=dj,--,2, u(b] '\ =0, j € J. En particulier {bl,j =
1,--- N} est une base du noyau de u et le degr de nilpotence d de u est gal au mazimum des
nombres d;j,j =1,---N.

Démonstration. Faisons une récurrence sur dim(E). Si E est de dimension 1, alors u = 0 et donc

J = {1}, tout vecteur non nul u} de E convient pour faire la base B. Supposons le théoréme établi

pour tout K-espace vectoriel de dimension < n et soit E un espace vectoriel de dimension n. Soit
u € L(E) nilpotent. Considérons £’ = im(u) et u’ = ug,. Comme u est nilpotent, son noyau est
non nul, car im(u?™~1) C ker(u). Donc n’ := dim(E’) = dim(E) — dim(ker(u)) < n. Nous avons
que ker(u') = ker(u) N E’ et que im(v'*) = im(u**1) pour tout k. Soit J' = {j € J; bj1 € im(u)}.
Alors d’apres l’hypothése de récurrence pour (E’,u’) et pour B} = By Nim(u) = {b], j € J', la

famille B’ = |J; ;» B", ot B’ = {bd 4+, BI}, est une base de E'.
Montrons que B est une base de FE. Par constructlon nous savons déja que

wh) =bl_,, 1<i<d, ul])=0; jeJ

Soit z € E. Alors
d;i—1

=YYl

jeJ’ i=1



Soit

y=>_ > mbl
jeJ i=1
Alors
u(e—y)= > Y ulbl —u(y)
jeJ i=1
=D 55 SITUED 95 ST
jEJ i=1 jeJ i=1

Donc ker(u) 3z —y =3, b7 et
d;
e XS Y
jET i=2 jeJ
Ainsi B est une partie génératrice de E. Supposons que
d.7
0= 3 Y
jind i=1
pour certains scalaires A?. Alors
dj d;
) S LTI ) D
jeJi=1 jeJ’ i=2
Comme les vecteurs b{_l, jeJi=1,---,d; —1, sont dans B’, on a que
N=0,jeJi=2--,d;

0="> b

jeJ

Il nous reste la relation

Le fait que les b{, j € J, forment une base de ker(u) forcent les A{, j € 7, a étre aussi 0. Donc B

est une partie libre et finalement B est une base de E.
O

Corollaire 2.6. Soit A € M, (K) une matrice nilpotente. Alors

Ay 0 0
0 A ... 0
A=U-| . . . . U
0 0 ... Apn
ot pour une certaine matrice inversible U € M, (K), pour j=1,--- ,N,
01 0 0
0 0 1 0
4; = :

0 0 0 1
0 0



Démonstration. Soit u = us 'endomorphisme de K™ défini par
uw(X)=X- A" X eK"

Comme A est nilpotente, u l'est aussi et donc il existe une base de Jordan B pour u avec les
propriétés du théoréme 2.5. La matrice N = MBB(u) a alors la forme

A0 0
0 A, 0
0 0 An

de la proposition. La matrice de passage U = M €B(I) de B a la base canonique £ a comme
colonnes les coordonnées des vecteurs bg et en outre

A= M (up) = MEBMMBB(u ) MPE()=U - N- UL

3 Les espaces caractéristiques

Définition 3.1. Soit u un endomorphisme d’un espace vectoriel de dimension finie E. On dit
qu'un élément x non nul de E est un wvecteur propre, s’il existe A € K, tel que

u(x) =\ x.
Ce scalaire \ est appelé valeur propre de u. Nous écrivons
o(u) = ok (u)
et nous appelons spectre de u ’ensemble des valeurs propres de .
Proposition 3.2. Soit u € L(E) et supposons dimE < co. Alors
o(u) ={X € K; det(u— \-1g) = 0}.
En particulier, #(o(u)) < dim(E).

Démonstration. En effet
o(u)={X € K; ker(u— X -Ig) # {0}}

={X € K; u— \-Ig n’est pas inversible}
={A e K; det(u— X -Ig) =0}.

Comme la fonction polynéme A\ — det(u — Alg) est de degré n, on voit que

#(0o(u)) = nombre de racines de u < dim(FE).

Définition 3.3. Soit « un endomorphisme d’un K- espace vectoriel E. Soit A € o(u).

1. Nous appelons espace propre de u (pour la valeur propre \) le sous-espace
Ex(u)=E\x={z € Eu(z) =X z.}

Il est clair que E est constitué des vecteurs propres de u et de 0.



2. Nous appelons sous-espace caractéristique de u (pour la valeur propre A) et nous notons
N, (A) le sous-espace _
Ni(u) = Ny = ker((u — AI)3mE)),

Il est clair que
dim(E)

Ny= |J ker((u—AD)Y),
car =
ker((u — /\]IE)Z') C ker((u — /\H)dim(E))

pour ¢ < dim(E) et . 4
ker((u — AD)¥™E)) = ker((u — AI)?)

pour tout j > dim(E).
Définition 3.4. Soit A une algébre unitaire sur K. Soit a € A. L’idéal
Io ={P € K[X]; P(a) =0}

est principal d’apres (18 chapitre sur les polynomes). Le polynéme unitaire qui engendre I, est
appelé polynome minimal de a et sera noté Q.
Ainsi

Proposition 3.5. Si A est de dimension finie, alors le polynéme minimal d’un élément a de A
est de degré < dim(A).
Démonstration. En effet, soit m le plus petit indice tel que la famille

{]La/’ag’... 7aj e 7a7n_1}

soit libre. Alors m < dim(A) et

m—1
a™ = Z Ajal.
j=0
Ainsi le polynéme P = X — Z?ZOI A X 7 annule a et donc le polyndme minimal Q,, qui est un
diviseur de P, est de degré < m < dim(A). O

Proposition 3.6. Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie et soient u,v € L(E). Si v
commute & u, alors pour tout A € o(u), on a que

v(Ex(u)) C Ex(u), v(Nx(u)) C Ny(u).

Démonstration. On a que
(u—MNEg)ov=vo(u—Ag)

et donc aussi pour tout n € N*
(u—Mg)"ov=wvo(u—Ag)"
En particulier, si « € ker((u — \[g)™), alors
(u = Alp)" (u(2)) = u((u = Mg)"(z)) = u(0) = 0

et ainsi
u(ker((u — AIg)™)) C ker((u — Mg)™).



Proposition 3.7. Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie et soit u € L(E). Alors la
somme des sous-espaces caractéristiques de u est directe.

0= Z Iy,

Xeo(u)

Démonstration. Supposons que

ol x\ € Ny(u) pour tout A € o(u). Nous devons prouver que
zx =0, A €o(u).

Fixons p € o(u) et considérons I’endomorphisme
v = H (u — N g)3mE),
A€o (u)
AFp
Nous avons pour p € o(u), p # p que

v(zp) = H (u— A]IE)dim(E)(mp)

A€o (u)

AFEp
=TI =A™ ® (= ple) ™ (z,))
Aeo(u)
AFp,NFEp

= [[ - 0) =0
A€o (u)
AZpu,AFEp

et ainsi

0=v(0)=v( > )= Y v(z)=0(w,).

A€o (u) A€o (u)
Mais pour tout A # p, 'endomorphisme
(u—=ANEg)|N, @) = (b= NN, @) + (@ = pD)N, @)

est de la forme
I—n

avec 0 # 7 € K et n € L(N,(u)) nilpotent. Mais un tel endomorphisme est inversible, 'inverse
étant donné par

1 .
~1
(rI=n)"" = ~(3_(=))
T
Donc la restriction de v & N, (u) est aussi inversible car c’est la composée d'un certain nombres
d’endomorphismes de cette forme, et ainsi v(z,) = 0 implique que z,, = 0. O

Définition 3.8. Un endomorphisme s € L(E) est dit diagonalisable, si
E= Y Ex(u).
Aeo(u)

Une matrice A € M,,(K) est dite diagonalisable, 8’1l existe une matrice inversible U € M Cn telle
que

A0 0
0 X ... 0

A=U-| . . , UL
0 0 An



Proposition 3.9. Soitu € L(E) (dim(E) < c0). Alors les conditions suivantes sont équivalentes :
1. u est diagonalisable.
2. 1l existe une base B de E constituée de vecteurs propres de u.

3. Il existe une base B de E telle que la matrice A = MBB(u) de u dans la base B soit
diagonale.

4. La matrice A = M®C(u) de u est diagonalisable pour toute base C de E.
Démonstration. 1)=-2). Prenons pour chaque A € o(u) une base B* = {b7,--- ,b;}x} de Ey(u).
Alors la réunion
B= J B
Xeo(u)

est une base de F, car E est la somme directe des Ny (u), et tous les élément de B sont des
vecteurs propres. 2)= 3). Soit B = {by,--- ,b,} une base de E formée de vecteurs propres de u.

Alors la matrice
A= MPB(u)

est diagonale car
n
)\j . bj = u(bj) = Zaijbi
i=1

et ainsi

Q5 = )\jéij.
3)=4) Soit C' une base quelconque de E et B une base constituée de vecteurs propres de u. Alors
D = M5B (u) est une matrice diagonale et

MO (u) = MCB (1) - MPB (u) - MBC (1)
=U-D-U ",
ot U = MYP(Ig) est inversible. Donc M““ (u) est diagonalisable. 4) = 1). Soit C = {c1,--- , ¢, }
une base de E, soit U € Gi,(K) telle que

M=MCw)=U-D-U,
ou D = (\;d;5) € M, (K) est diagonale. Alors M -U = U - M et donc

ZM i, UG k) = NU (G, 5), Y(i, ).

Posons .

Z Uk, j)er, j=1,-

k=
Alors B = {b1,- -+ ,b,} est une base de E, car U est inversible et pour 1 < j < n nous avons que

> Uk je) =D Uk, )ulcy)

k=1 k=1

=Y Uk Y M(ik)e; = (3 M@ k)U(K,5))e;
k=1 i=1 i=1 k=1

Ainsi F possede une base (la base B) constituée de vecteurs propres et donc F C > reo(w) £ A(uw),
c. a d. u est diagonalisable.



Proposition 3.10. Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie n et soit u € L(E) un
endomorphisme diagonalisable. Pour A € o(u) soit

1
A= H (X —w)
HWZf();” (A w) wzf()’\u)

et soit
px = Pa(u) € L(E).

Alors py est le projecteur sur l'espace propre Ey(u) paralélement aux autres sous-espaces propres.

Démonstration. En effet soit © € E. Alors z = )

w'eo(u) Xy avec T, € Ew/(u)7w/ c O'(u) Donc

@) = Y palaw)

w’'€c(u)
1
= = Z H (u — wlg)(x,)
ez, A=) Lt a8
1 /
- moog L 1l @ -we)
Hwefé‘,) (A —w) weolu) P
1
= ——+—([] A—w)ar
Hw‘éf&) A—w) ey
weo(u)
= T)-

O

Proposition 3.11. Soient u,v € L(E), (dim(E) < oco) deuz endomorphismes diagonalisables.
Supposons que u et v commutent. Alors u+ v est aussi diagonalisable.

Démonstration. Comme u et v commutent, les projecteurs spectraux py, A € o(u), et pj,, u € o(v),
commutent aussi, car ce sont des polyndmes en u resp. en v d’apres la proposition précédente. Soit
B, 'image du projecteur py ,, := p} o pj,, p € 0(v), A € o(u). Soit x € Ey .. Alors x = py ()
pour un certain y € E et donc

(uto)(z) = ulpX(py(y) +vp,(pX(y))

u(px(p(y)) + v(p,(PX(y))
= Apx(p,(v)) + w(p,(pX(y))
= (A+p)z.

v
+op,
v
+o(p,

Ainsi Ey ;, C Eyqp(A + p). D’autre part nous avons

e = Y. pX

Xeo(u)

= (Y, pY)olg

A€o (u)

= > D en.

Aeo(u) peo(v)

Ainsi B C 303 co(u) 2peo(e) Puto(A + 1) et done u+ v est diagonalisable.



4 Le théoréme de Jordan

Théoréme 4.1. (Jordan) Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie et soit uw € L(E).
Supposons que le polynome minimal Q, de u se décompose en produit de facteurs linéaires, c. a
d. que

Qu(X): H (X_w)ﬁw~

w racine

Alors E est la somme directe des sous-espaces caractéristiques de w. En particulier, le spectre de u
est constitué des racines de Q, et le degré de nilpotence de (u—Ng)|n, () est égal a Bx, A € o(u).
11 existe une base

N
- U w- U U
A€o (u) Aeo(u) j=1
N j Aj Vi
oty BN = {b7 .- ’bdij}
Démonstration. Posons pour une racine w de @,
P,= [ x-n".

TEw

Alors les polynoémes P,,, w racine, sont premiers entre eux dans leur ensemble et il existe donc
pour toute racine 7 un polynéme @, tels que

ZPT'QT:L

Posons
pr = Pr-(u), Ry = P;-Q-, 7 = R.(u) € L(E), 7 racine.
Comme
> re
on a que

Z Tr :HE.

Tracine

D’autre part, si 7 # 7’ alors
PrOpPr = PT(U) OPT’(u) =

PrOT = (P.,- . P_;)(u)

[T == I =" | @)

7//racine 7//’racine

AT e

Alors on a aussi :

rrorr = Qr(u) 0 Qu(u) o (pr o pr) = 0,7 £ 7.
En outre

TT:TTOHE:TTO(E ) = g rTorw:rTorT:TE.

Tw w

10



Ainsi r; est le projecteur sur son image I, paraléllement aux sous-espaces I, w # 7. en particulier
(4.1) E= Y I
T racine

Montrons que
N.(u) = image(p,), 7 racine.
En effet, si x € image(p,) alors = p,(y) pour un certain y € E et alors

(u—7Ig)° (z) = (u—7IE) P (y) = Qu(u)(y) = 0.

Donc image(p,) C N-(u). Réciproquement, si © € N.(u), alors il existe y € Ny(u), tel que
r = p;(y) car 'endomorphisme pr|y_(, est bijectif d’aprés la preuve de la proposition 3.7. Donc
N;(u) C image(¢;). Finalement N, (u) = image(p,), T racine .

Nous voyons alors que

(u— D)7 (N-(w)) = (u—7I)"" 0 pr(N-(u)) = Qu(u)(Nyr(u)) = {0},
mais que
(u— D)7~ (Nr(u) = (u — 1)~ o pr(E) # {0},

car Q, = (X — 7)PP,(X) est le polynome minimal de u. Donc le degré de nilpotence de (u —
TIE)|N, (u) est égal a I'exposant f3,.

Montrons que pour toute racine 7 le sous-espace I, est égal & Ny (u). Nous savons déja que I'image
du projecteur r,, 7 racine, est contenu dans l'image de p,, donc est contenue dans N.(u), car
rr =Dpr 0 Q-(u). Soit x € N, (u). Alors

T = E Yx
A racine

ou Yy € I pour toute racine A\. Donc z =y, € I, car la somme des sous-espaces caractéristiques
est directe. Ainsi N, C I, C N,(u), 7 racine, c. a d.

I, = N, (u), 7 racine.

Nous avons vu que les sous-espaces N, (u), T racine, ne sont pas réduits & {0}, donc toute racine
7 est une valeur propre. Ainsi les racines de @,, sont contenus dans le spectre de u. Soit A € o(u)
et supposons que A n’est pas une racine de @,. Comme

E= Y N:(u)

Tracine

ngxT

Tracine

on a que

ou xz; € N (u) pour tout 7. Donc
(—z)+ Z xr =0,
Tracine

ce qui implique que =z = 0, car la somme des sous-espaces caractéristiques est directe. On obtient
une contradiction avec le fait que = # 0. Ainsi o(u) est 'ensemble des racines de Q.

Prenons pour chaque A € o(u) une base de Jordan B* de Ny (u) pour 'endomophisme nilpotent
Uy = (u — )\]IE)|EA(u) :



ol j Aj Aj
BY = (0, 5}

194y,
Alors
(ux —Ig) (M) =M, i>1
et
(ux —Ig)(b7) = 0.
Notons

s = E ATy, I =1u—S.

Aeo(u)

Alors pour =}y, () Ta, (2x € Na(u))

s@=s( Y w)=( Y (Y =)

pneo(u) A€o (u) neo(u)

= Z )\(ﬂ)\.
peo(u)
Donc s est diagonalisable. On a (u — 5)|n, () = (4 — Ag)|n, (u) €t ainsi, pour z € Ny(u),
(u— )™ () = (u = Mp)™ (z) = 0

et ainsi n = u — s est nilpotent de degré

d(n) = sup fBi.
Meo(u)
Ecrivons
S= Y ARy, N=X-35.
A€o (u)
Alors

S(u) = s, N(u) = n.
Donc s on = nos. Montrons I'unicité de s et de n. Soit t un endomorphisme diagonalisable et m

un endomorphisme nilpotent, tel que
u=t+m, tom=mot.

Alors
wot=(t+m)ot=t>4+mot=t>+tom=to(m+t)=tou.

De la méme facon, m o u = u o m. Ainsi
sot=_S(u)ot=toS(u)=tos

et de méme
mon=mnom.

Donc
t—s=m—n,

t — s est diagonalisable et n — m est nilpotent. Mais tout endomorphisme diagonalisable, qui est
nilpotent a un spectre réduit & {0} et est donc lui-méme 0. Ainsi

t=s, m=n.

12



Montrons qu’on peut changer S, tel que S soit sans terme constant. Si u est inversible, alors le

terme constant ag de @, est différent de 0. Donc si S = sg + - - -, le polynome
50
Sl =5- *Qu
ao
est sans terme constant et vérifie
S0
S1(u) = S(u) — a—Qu(u) =Su)+0=s
0

Si u n’est pas inversible, alors

s = Z AT\ = Z AT\

A€o (u) Ai‘;(ow

= Z )\R)\ (u)

A€o (u)

A#O
Or
Py= [T (0= = X% JT(X =)™
HEA e

est sans terme constant pour A # 0. Finalement

S= ) AP
A€o (u)
A#£0

est sans terme constant. O

Corollaire 4.2. Soit A € M,,(K), tel que le polynéme minimal Q4 de A se décompose en produit
de facteurs linéaires, c. a d.

Qa(X) =[x —w).
(

Alors il existe une matrice inversible U telle que

J, 0 ... 0 0
0 Jx, 0 0
A=U- : : U,
0 0 I, 0
0 0 Jy,
10 0 0
0 J? 0 0
J>\i = :
0 0 JNE
0 0 0o JN
et ou
N1 00 0 0
0 N\ 1 0 0
’ 0 0 AN 100
0 0 0 N 1
0 0 0 0 X\
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Proposition 4.3. Pour qu’un endomorphisme u € L(E) soit diagonalisable, il faut et il suffit
que le polynome minimal de u se décompose en facteurs linéaires et que la multiplicité de chaque
facteur linéaire soit égale a 1.

Démonstration. Si u est diagonalisable, alors
H (u — /\]IE) = 0,
A€o (u)

car
(u— Alg)(Ey) = (0)

pour tout A. Le polynéme minimal @, de u divise donc le polynéme P = H)\Ea(u)(X — A) et se
décompose alors en produit de facteurs linéaires. Comme les racines de @, sont les élément s du
spectre de u, il faut que @, = P. Si

Qu: H (X_)‘)l

Xeo(u)

alors le degré de nilpotence de u — Al sur N (u) est égal & 1 et donc (u — Alg)(x) = 0, pour tout
x € Nx(u). Ainsi Ey(u) = Nx(u), A € o(u) et u est diagonalisable. O O

5 Jordanisation d’une matrice carrée.

Soit A € M, (K) une matrice carrée telle que son polynéme minimal Qu = [[\¢,(a)(X — A)PA
se décompose en produit de facteurs linéaires. Soit Py = det(A — XI,,) = [] ¢, (4)(X — A)** le
polynéme caractéristique de A et soit u : "W —"K I’endomorphisme défini par

u(zx) =A- -z, x€"K.

Nous trouvons les sous-espaces caractéristiques Ny(u), A € o(A), de u en calculons les matrices
Py =[],z (A — wl,)%. En effet on vérifie facilement que I'endomorphisme [, (v — wl;,, )
annule les sous-espaces N, (u), w # A et qu'il est inversible sur Ny (u), donc il a comme image
justement le sous-espace Ny (u). On obtient donc une partie génératrice de Ny (u) en considérant
les vecteurs colonnes de Py. En calculons les matrices (A — AlL,)7.Py, j =1,---, 3\, on obtient les
sous-espaces im((u — AL) |y, (4))?) en prenant I'espace engendré par les colonnes de ces matrices.
Ceci nous permet de trouver une base de Jordan B* de I'endomorphisme (u — Al)|y, (4) €t ainsi en
faisant la réunion sur ces B* on obtient une base de Jordan B pour . Les éléments de B forment
une matrice inversible U qui a la propriété que

J=U1"A-U

est la matrice de Jordan se A (et de u).

6 Une application : Les équations différentielles ordinaires
linéaires.

Soit E un espace vectoriel complexe ou réel de dimension finie. Prenons une norme |||| sur E. Pour
un endomorphisme linéaire u de E soit

[ullop := sup [lu(z)]].
2€B, o<1

On vérifie que la fonction ainsi définie sur 'espace des endomorphismes L(F) est une norme :
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1. flullop =0=u=0,
2. lu+tvllop < l[ullop + [[v]lops us v € L(E),
3. ||UOUHOP < ||u||0p||7)||0p7uav € L(E).

Pour justifier le dernier point, on vérifie que

Nzl

[[u(z)]| = flu( I )= Nl T ||)II < lullopllzll,0 #z € E
et alors
[uovlop = sup Juow(z)
TEB,|z||<1
< sup uflopllv(@)]]
TEB,|z||<1
< lullopllvllop-
Lemme 6.1. Soit u € L(E). alors la série
o
uj
u o “w
vy
j=0

converge en norme dans L(E).

Démonstration. Comme E est de dimension fini, lespace normé (L(E), |||lop) est complet. Donc il
suffit de montrer que limg_, Zf o ““;UOP < 00.

Or d’apres la relation (6, (3)) on a que que ||u/||op < ||lullZ,,7 € N*. Donc pour le plus petit indice
Jo tel que jo > 2(1 + [|ullop) on a que

nmm<mu<mnm<m 1
Donc
HH 1
op
< — .
L Z i 2 7 <0
<

Lemme 6.2. Soient u,v € L(E), tels que uov =vou. Alors

eu o ev — eu+v
Démonstration. En effet on a
Uy =y
| 27 Z 151
=0 v 7=0 J: 4,7=0 -
= e iljt e, !
=01i+j m?Sk
k . .
(u + v)! u'v?
-yt s
I ilj!
1—=0 iti>k
i,j<k



Maintenant

il er ilg!

itji>k Z!]' iti>k
“G<k i§<k
1
S Culo Z i+
itj>k
i,j<k
2
(6.2) < 2—k—>051k—>oo.
Donc
L y ki | ki
eee = klﬂn;o(zj)klﬂnolo ZF)
i=0 0
ot Fo i
= 1. —_ —_
el (ZZ; il )(; j!)
- 5 (u+v) u'v?
B kljgo Z il Z 15!
=3 S
_ b (u +v)! . uivl
= Jim | > ) dim | D il
=0 itji>k
i,j<k
— eu+1)
d’apres (6.2). O

Considérons 1’équation différentielle :
X(t) = u(X(t)),t € R, X(0) = zo.

Ici t — X (t) est une application de classe C'!) définie sur un intervalle ouvert I & valeurs dans £
et u € L(E) et ot zp est un vecteur choisi dans FE.

Théoreme 6.3. L’équation différentielle X (t) = u(X(t)),t € R, X(0) = zo admet la solution
unique : X (t) = e'(xg),t € R.

Démonstration. En effet, on vérifie tout de suite que

d tu e(t+s)u — etu
el - |
dt (™) 55% s
= lim (Gl el
s—0 S
> w
— li J—12 N\ tu
sl_%(; s
= we', teR.

Ainsi la courbe X (t) := e'“x vérifie 'équation et aussi la condition initiale X (0) = zo.
Si Y : I — F est une autre solution de I’équation, alors considérons Z(t) = e~ (Y (t))),t € R.
Alors

%(Z(t)) = e MY (1) —ule (Y (1))
= e "(u(Y (1)) —ule (Y (1))
wW(Z(t) — Z(t)) = 0, € R.



Donc l'application t — Z(t) est constante. Finalement Z(t) = xo pour tout ¢ € I. Ceci veut dire
que Y (t) = etxq,t € I. O

D’apres le théoreme de Jordan, pour un espace E complexe, ou si E est réel et vérifie la condition
du théoreme, alors on peut écrire

u = s + n, s diagonalisable et n nilpotent ,son =nos.

Alors

tu ts+tn ts Lt :
et =e =e (ZT),d: dim E.
j=0
Si nous prenons une base de Jordan B de FE, alors la matrice S de I’endomorphisme s est diagonale
et

N0 0
s=| ©

S

0 0 Ay

et 0
oS — 0
S
0 0 el
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