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CHAPITRE 1

Fonctions élémentaires

1. Modéles continus et modeéles discrets

Dans les sciences naturelles et de la vie, les mathématiques sont des outils qui permettent de
formuler et d’étudier des modeles des phénomenes biologiques ou physiques.

Un modeéle est une description mathématique d’un phénomene : d’une co6té, il cherche a expliquer
le phénomene considéré a partir de phénomenes plus simples ou de principes généraux ; d’autre coté,
il permet de prévoir certains aspects du phénomene considéré, par exemple son évolution dans le
temps.

Dans un modele, les aspects qui peuvent étre observés expérimentalement et mesurés se précisent
au moyen des variables. Une wvariable est un caractere de 'objet ou du phénomene observé. Par
exemple, des variables pour caractériser une espece de fleurs sont la forme, la taille, la couleur, le
nombre et la tailles des pétales, ou le nombre de pistils et d’étamines. Dans les études d’évolution
d’une population, des variables importantes sont le nombre, I’age ou le sexe des individus de la
population.

A chaque variable peuvent étre associées des valeurs. Par exemple, on mesure la hauteur d’une
fleure et on donne a la variable “ hauteur ” la valeur 30 cm. La valeur dépend du choix d’une
unité de mesure (dans ’exemple, le centimetre), qui doit toujours étre indiquée. Les variables pour
lesquelles les valeurs sont des nombres sont appelées variables numériques (ou quantitatives). Les
variables “ couleur ” et “ forme ” ne sont pas des variables numériques; elles sont des wvariables
qualitatives.

Les modeles mathématiques se fondent sur ’analyse des variables numériques. Dans un modele
on a souvent besoin de regarder deux ou plusieurs variables liées entre eux. Supposons que deux
variables, notées = et y, sont liées entre eux par une relation de fagon que la connaissance de x
permet de prévoir la valeur de y correspondante. On dit alors que y est fonction de x et on I'écrit
y=f(z).

On considere par exemple les situations suivantes :
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(1) Selon la loi de Boyle, le volume V' (exprimé en m?) d'un gaz parfait, mantenu & température
constante, est inversement proportionnel a sa pression P (en pascal). Cette loi est formulée
mathématiquement par : V = %, ou C est une constante. Si la constante C est connue,
alors donnée la valeur de la variable pression P, on peut déduire par cette formule la valeur
correspondante de la variable V.

2) Le nombre N d’individus d’une population dépend du temps t. Dans une étude d’une po-
pop p p p
pulation d’insectes, le nombre d’individus est calculé chaque semaine & partir d’un instant
initial ¢ = 0. On suppose que ce nombre peut étre modélisé par la formule

N(t) = No2' individus (t = 0, 1,2, ... semaines)

ol Ny est le nombre d’individus au temps ¢ = 0. Dans ce modele, la variable N est une
fonction de la variable discrete temps (mesurée en semaines)

Dans le premier exemple, la variable P est une variable continue, c’est-a-dire ses valeurs sont
n’importe quelle quantité dans un certain intervalle réel; dans le deuxieme exemple, la variable ¢
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est une variable discrete, c’est-a-dire ses valeurs sont des quantités isolées qui varient par multiples
d’une certaine durée. Dans le premier cas on a donné un modele continu, dans le deuxiéme un
modele discret.

DEFINITION 1. Une fonction f: A — B est définie par la donnée d’un ensemble de départ A,
d’un ensemble d’arrivée B et d’une correspondance f mettant en relation chaque élément de I’en-
semble de départ avec un unique élément de I’ensemble d’arrivée. L’ensemble de départ est appelé
le domaine de définition de la fonction ; I’ensemble d’arrivée est appelé le domaine de variation de
la fonction.

DEFINITION 2. On note par R I'ensemble des nombres réels. Un nombre réel est obtenu en for-
mant un développement décimal quelconque. R se figure idéalement comme ’ensemble des abscisses
des points d’une droite graduée. Une fonction est appelée numérique si son domaine de définition
et son domaine de variation sont des parties de R (d’habitude des intervalles, bornés ou pas).

Parmi les fonctions on trouve des fonctions spéciales (comme p.ex. les fonctions sin, cos, log, etc.)
ou bien des fonctions génériques avec un nom générique (par ex. f, g, h, F, etc.). Les valeurs dans
le domaine de définition sont indiquées par une variable, par ex x ou t; les valeurs correspondantes
sont notées par f(z) ou f(t).

EXEMPLE 1.

f: 1,1 —-R ou flx)=2* (z€[-1,1])

I|—>LU2

sont les notations employées pour représenter la fonction (appelée f) avec domaine de définition
[—1, 1], domaine de variation R et qui associe a chaque élément de [—1, 1] son carré.

REMARQUE 1. A chaque élément r du domaine de définition d’une fonction f est toujours
associé une valeur unique, c’est-a-dire f(x). On peut toutefois avoir des éléments du domaine de
variation de f qui ne sont pas de la forme f(z) pour quelque = dans le domaine de définition de x.
Le domaine de variation ne doit étre confondu avec 1’image de la fonction f, qui est la partie des
éléments du domaine de variation de f qui sont de la forme f(z) pour quelque = dans le domaine
de définition de f. Dans I’exemple 1, le nombre —1 est un nombre réel, donc dans le domaine de
variation de la fonction f(z) = 2% (z € [~1,1]), mais —1 n’est pas un carré d'un nombre réel;
I'image de f, qui est formée par les éléments qui sont de la forme 22 avec x € [—1, 1], est I'intervalle
[0, 1].

REMARQUE 2. Si on écrit f(x) = 22 sans indiquer explicitement le domaine de définition de f,
ceci signifie qu’on prend comme domaine de définition la partie de R formée par tout x pour lequel
f(z) existe. Dans cet exemple, on peut définir le carré de tout nombre réel. Le domaine maximal
de définition a prendre est donc R.

DEFINITION 3. Le graphe (ou courbe représentative) d’une fonction f est I’ensemble des points
de coordonnées (x, f(x)) ou = est un élément du domaine de définition de f. On dit aussi que
Péquation du graphe de f est y = f(x).

2. Propriétés élémentaires des fonctions

Par la suite, I note une partie de R, comme par exemple un intervalle (fini ou infini) ou une
union d’intervalles.

REMARQUE 3. On utilisera la notation suivante pour les intervalles :
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1) ]a,b[ est I'ensemble des = € R avec a < z < b;
2) [a,b] est 'ensemble des z € R avec a < x < b;
3) [a,b

4) Ja,b] est 'ensemble des z € R avec a < z < b;

]
a,b[ est 'ensemble des x € R avec a < z < b;

(
(
(
(
DEFINITION 4. Soit f : I — R une fonction définie sur une partie I de R telle que —z € I pour

tout x € I. On dit que f est paire lorsque f(—x) = f(x) pour tout x € I. On dit que f est impaire
lorsque f(—z) = —f(x) pour tout x € I.

EXEMPLE 2. (a) La fonction f : R — R donnée par f(z) = x? est paire, car f(—x) =
(—x)? = 22 = f(x) pour tout = € R.
(b) Soit R\ {0} :=] — o0, 0[U]0, +00[. La fonction f : R\ {0} — R donnée par f(z) = 1 est
impaire.

REMARQUE 4. La fonction f est paire si et seulement si I’axe des ordonnées est un axe de
symétrie du graphe de f; la fonction f est impaire si et seulement si 'origine du repere est un
centre de symétrie du graphe de f.

DEFINITION 5. Soit 7" > 0. On dit que T est une période de la fonction f : I — R lorsque
f(x+T) = f(x) pour tout = € I tel que z + T € I. Dans ce cas on dit que f est périodique.

EXEMPLE 3. (a) f(z) = sin(x) et g(x) = cos(x) sont périodiques de période 27 sur leur
domaine de définition R ; sin(z) est impaire et cos(x) est paire.

(b) Le domaine de définition de f(x) = tan(z) est I'ensemble des x € R avec x # § + km,
k € Z [ici Z note ’ensemble des nombres entiers]. La fonction tan(x) est périodique de
période .

DEFINITION 6. La fonction f: I — R est dite :
— croissante sur I, si pour tout x1,ze € I avec x1 < x93 on a f(x1) < f(x2);
— strictement croissante sur I, si pour tout x1,z9 € I avec x1 < xg on a f(z1) < f(x2);

— décroissante sur I, si pour tout x1,ze € I avec x1 < x on a f(x1) > f(x2);

strictement décroissante sur I, si pour tout x1,x2 € I avec 1 < x2 on a f(x1) > f(z2);

constante sur I, si pour tout z1,22 € [ on a f(x1) = f(x2).

EXEMPLE 4. La fonction f(x) = x est strictement croissante sur R et g(x) = —x est strictement
décroissante sur R; la fonction h définie par h(z) = 2 pour tout = € R est constante.

3. Fonctions élémentaires

3.1. Fonctions affines. Une fonction affine est définie par une expression de la forme
f(z)=ax+0b (x € R)
ou a et b sont des constantes. Le graphe d’une fonction affine est une droite. Si Pj(x1,y1) et
Py(z2,y2) sont deux points quelconques de la droite, alors
Y2 — Y1
a =
Tro — 1

est appelé la pente de la droite; b = f(0) est le point d’intersection de la droite et de I'axe des
ordonnées. Si b = 0, alors le graphe passe pour l'origine du repere et f est appelé une fonction
linéaire. f est strictement croissante si a > 0, strictement décroissante si a < 0 et constante si
a=0.



3.2. Trinéme du second degré. La fonction définie par un trinéme du second degré est de
la forme
f(z)=az® +br+c (x € R),
avec a,b,c € R et a # 0. Son graphe est une parabole. Si a > 0, alors le sommet est un minimum ;
si a < 0, il est un maximum. L’abscisse et 'ordonnée du sommet sont
4 _ 12
7%7 ys:f(xs):%ab-

3.3. Fonctions trigonométriques. Les fonctions trigonométriques les plus importantes sont
les fonctions sinx, cosz, tanx = zg;‘; et cotx = F. Les fonctions sinx et cosz sont périodiques
de période 27 sur leur domaine de définition R. Leur image est I'intervalle [—1, 1]. Le domaine de
définition de la fonction tan z est R\ {5 +k7 : k € Z} et celui de la fonction cot x est R\{k7 : k € Z}.

Elles sont périodiques de période 7 et leur image est R.

Ts =

3.4. Fonctions exponentielles et logarithmes. Soit a > 0 fixé. La fonction exponentielle
en base a est définie par une relation de la forme

flx)=a®  (z€R)

La forme du graphe de la fonction exponentielle dépend de a. Elle est strictement croissante
pour a > 1, strictement décroissante pour 0 < a < 1, et constante (avec f(z) = 1 pour tout x) si
a = 1. Voir figure 1.

Pour a # 1 la fonction f(z) = a® est strictement croissante ou bien strictement décroissante,
d'ou : ™ = a™ <= 1| = 29.

f=a=e

Fig. 1. Graphe de la fonction y = a”

Propriétés fondamentales :

e a” >0;

° axat — aa:th;

e’ =1;



e a ¥ == (car a=%a* = a®* =a’ = 1);
o (a®)t = a®.
Supposons a > 0 et a # 1. La fonction logarithme en base a est la fonction
f(z) =log, x (z €]0, +00[)

définie par la relation

y=log,x <= x=ad"

On suppose, par exemple, que a = 10. Alors log;, 1000 = 3 car 1000 = 103.

Comme pour la fonction exponentielle, la forme du graphe de la fonction logarithme dépend de
la valeur de a. Voir figure 2. Plus précisément, le graphe de y = log, x est symétrique au graphe de
y = a® par rapport a la droite y = x.

Comme dans le cas de la fonction exponentielle, on a : log, 1 = log, 2Bz = 2.

F1a. 2. Graphe de la fonction y = log,, =

Propriétés fondamentales :
e log,(zt) = log, x + log, t;
e log,1=0;
o log,(1/x) = —log,z (car log,(1/) + log,(z) = log,(1/z - z) = log, 1 = 0);
e log,(z") = rlog, x pour tout z > 0 et tout r.

Deux valeurs importantes de la base a sont les suivantes :

(a) a = la constante e d’Euler (appelée aussi nombre exponentiel ou nombre de Néper). Elle
vaut approximativement 2, 718.... Une des propriétés fondamentales de la constante e est
liée a la croissance de la fonction exponentielle e* (voir chapitre 4).

La fonction log, x est notée Inx et s’appelle logarithme népérien (ou naturel).

(b) a = 10. Dans ce cas, la fonction log;, = est notée log x.

Propriétés :



(a) Pour tout a > 0 avec a # 1 et pour tout x €]0, +o0[

log, x = Iz .
Ina
(b) Pour tout a > 0 et tout z € R
o = ema)
En particuliers : Pour tout x €]0, +o0[ on a
Inz
08T =175

et pour tout x € R on a

Ici In10 = 2,3026... .

3.5. Fonctions puissances. Sin € N, on connait la fonction puissance f(z) = 2" =gz -z...x,

n fois
qui est définie pour tout z € R. La fonction racine carré \/z = /2 est aussi une fonction puissance,
mais elle est définie seulement pour x > 0. En général, soit o € R. La fonction puissance

fz) = x®
a domaine de définition égal a :
e R, siaveN
e R, sia=p/qavec p,q €N, g impair et ¢ # 0. Dans ce cas x4 = 9\/zP.

e |0, +oo|[ dans toutes les autres cases. Dans ces cases 7@ := e*" Pour a > 0 on peut
étendre le domaine de définition de z¢ a [0, 00| en posant 04 := 0.

(67

Fia. 3. Graphe de la fonction y = =

Propriétés fondamentales :
e 2% > ( pour z €]0, +00[;
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o 4t = (xt)*;

e 1¢9=1;
o (1/2)* =% (car (1/z)%x* =1 =1);
o (@) = 297,

La forme du graphe de la fonction puissance y = x® dépend du valeur de a. Elle est strictement
croissante si a > 0, strictement décroissante si o < 0, et constante (avec f(z) = 1 pour tout x) si
a = 0. Voir figure 3.

4. Echelles et coordonnées logarithmiques

L’échelle linéaire (ou réguliére) est la ligne droite graduée usuelle, dans laquelle la distance
entre deux points est proportionelle & la différence de ses valeurs numériques.

—

-2 -1 0 1 2 3

Fia. 4. L’échelle linéaire

Une échelle linéaire est mal adaptée pour la représentation d’une variable avec une gamme
étendue de valeurs. On lui préfere une échelle logarithmique, dans laquelle le nombre étiqueté x est
placé a une distance logx de l'origine. L’origine de 1’échelle linéaire correspond a 1 car log1 = 0.

(log x= distance
(_‘1) (9) 1) @ (_3) (4) ~ géométrique entrex et 1)

-1 2 3 4
10 1 10 10 10 10 X

FiG. 5. L’échelle logarithmique

La distance qui sépare 1 de 10 est la méme qui sépare 10 et 100 ou 100 et 1000 car
log10 —logl =1
log100 —logl0=2—-1=1
log 1000 — log100 =3 -2 =1
Donc I’échelle logarithmique dilate les valeurs faibles et rapproche les valeurs forts.

Les coordonnées semi-logarithmiques et logarithmiques permettent de représenter par des droites
les fonctions exponentielles et les fonctions puissances, respectivement.

En coordonnées semi-logarithmiques le couple (x,y) est représenté par le point de coordonnées
(z,logy). Ceci correspond a un changement de variables

X =ux, Y =logy.

Pour représenter une fonction en coordonnées semi-logarithmiques on utilise une échelle linéaire
sur ’axes des abscisses et une échelle logarithmique sur ’axe des ordonnées.

EXEMPLE 5. En coordonnées semi-logarithmiques, la fonction y = 3 - 10%* est donnée par
I’équation Y = 2X + log 3. En effet, on a :

Y =logy = log(3 - 10**) = log 3 + log(10%*) = log 3 + log(10) - 2z = log 3 + 2X .
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En coordonnées logarithmiques le couple (x,y) est représenté par le point de coordonnées
(log x,logy). Ceci correspond a un changement de variables

X =logz, Y =logy.

Pour représenter une fonction en coordonnées logarithmiques on utilise une échelle logarith-
mique sur ’axes des abscisses et sur ’axe des ordonnées.

EXEMPLE 6. En coordonnées logarithmiques, la fonction y = 3 - 219 est donnée par I’équation
Y = 10X + log 3. En effet, on a :

Y =logy = log(3 - 2'°) = log 3 + log(z'°) = log3 + 10 - logz = log 3 + 10X .
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CHAPITRE 2

Suites

ExXEMPLE 1. On va étudier ’évolution d’une population de bactéries. La population initiale est
ap = 100. Soit
an, :=nombre de bactéries apres n heures.

On suppose qu’il existe une relation
An+1 = Tan
ou 7 est un nombre réel positif indépendant de I'indice n. On obtient une suite (infinie) de nombres
ap =100, a; =100r, as=100r%,..., a,=100r",...

Le probleme fondamental que nous étudierons est le comportement des termes a,, lorsque I'indice n
devient infiniment grand. Par la suite considérée, ce comportement dépend de la valeur de r. Pour
exemple :

e Sir=2ona:
ap =100, a3 =2-100, as=2%-100,..., a,=2"-100,....

Le terme général a,, devient infiniment grand avec n, et on écrira lim,_, o, a, = +00.

eSir=1/2ona:!
ap =100, a; =100/2=50, ay=100/22=25,..., a,=100/2",...

Le terme général a,, est toujours positif, mais devient infiniment petit avec n, ce qu’on

écrira lim,, .., a, = 0.
eSir=1ona:

100=ap=a1=a2=---=a,=....
On dira que la suite est constante.

Pour la population de bactéries nous déduisons que, selon la valeur de r, elle peut croitre infiniment,
ou bien s’éteindre, ou bien rester en nombre constante.

Ce que nous avons fait dans I’exemple est de construire une suite numérique a,, et de chercher
sa limite. On va préciser mathématiquement ce procédé.

DEFINITION 1. Une suite (numérique) est une liste ordonnée de nombres réels :
ai, ag, A3, ..., 0y, .. ..

On note cette suite aussi par {a,} ou {a,}5° ;.
a, s’appelle le terme général de la suite {a,}. L’entier n s’appelle 'indice de a,.

REMARQUE 1. La valeur du premier indice n’est pas importante : on peut avoir suites dont le
premier indice est 1, c’est-a-dire aj, ag, ag, ... (comme dans la définition 1), ou bien suites dont
le premier indice est 0, c’est-a-dire ag, ay, ag, ... (comme dans I’exemple 1), ou bien suites dont le
premier indice est n’importe quel nombre entier positif ng fixé, c’est-a-dire any, Ang+1, Ang+2, - - - -

Hei nous ne considérons pas le probléme qui a,, doit représenter le nombre de bactéries, c’est-a-dire un nombre
entier, tandis que 100/2™ n’est pas entier pour n > 2
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EXEMPLE 2. (a) an =1/n est le terme général de la suite 1, 1/2, 1/3,...,1/n,...

(b) an =c+rn (ol ¢, € R sont fixés) est le terme général de la suite arithmétique de raison
T.

(¢) ap = cr™ (ou ¢,r € R sont fixés) est le terme général de la suite géométrique de raison r.

On peut représenter une suite dans un graphe en marquant pour tout n le point d’abscisse n
et d’ordonnée a,. Par exemple, la suite de terme général 1/n peut étre représentée comme suit :

a
11-*
%
1/2**‘+1
%
13 **\**:*’ a4
Va{---1-1-9 85
et a,
wn b .
T T T T 1
12345 n

F1G. 1. Représentation graphique de la suite {1/n}9°

DEFINITION 2. On dit qu’une suite {a,, } admet une limite (finie) a € R, et on écrit lim,, o0 a,, =
a, si quelque soit le nombre positif £ (choisi aussi petit que I'on veut), il existe n. € N qui satisfait
la propriété suivante :
sin>n. ,alors |a, —al <e.
Une suite qui admet une limite finie est dite convergente. Dans le cas contraire, elle est dite diver-
gente (ou non convergente).

REMARQUE 2. n. dépend de €.

Hlustration de la définition : La figure 2 montre le graphe d’une suite {a,} avec lim, . a, = a.
La définition de convergence vers a signifie que tous les éléments

Gngy Ang41, An 425 - - -

sont dans la bande horizontale entre les droites y =a —c et y =a —¢.

EXEMPLE 3. (a) Si a, = a pour tout n, c’est-a-dire si {a,} est la suite constante, alors
lim a, = a.
n—oo
.1
(b) lim —=0.
n—oo N

Preuve. Soit € > 0. On doit déterminer un indice n. € N tel que
1
n>n.=|-—-0[<e.
n

Comme 0 <
O

3=

< n% pour n > ng, il suffit de choisir n. tel que nl—a < g, c’est-a-dire n. > %
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a4
®
a+8,,,,,,,a3 ,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,
® [ ] e
[ ® e ° [J
a . - [ X )
a—€ fF-------- ! ,,,,,,,,,,,,,,, ®__ __ o _____
1 e ° .° ng
| .al
T T T T ]
1234 n

Fia. 2. Suite convergent a a

(c¢) La suite {ay} avec terme général a,, = (—1)" est non convergente. Tous les termes d’indice
impair sont égaux a 1 et tous les termes d’indice impair sont égaux a —1. Si on choisit
n’importe quel @ > 0 et ¢ = 1/2, alors tous les termes d’indice pair ne vérifient pas
lan, —al < & (car a — (—1) = a+ 1 > 1). Si on choisit n’importe quel a < 0 et & = 1/2,
alors tous les termes d’indice pair ne vérifient pas |a, —a| < 3 (car a — 1 < —1, donc
1 —al>1).

Regles du calcul des limites (pour suites convergentes) :

(1) Si{a,} et {b,} sont deux suites convergentes et ¢ € R, alors
(a) lim (ay, + by) = lim a, + lim by,
n—oo n—oo n—oo
(b) lim cap = clim a,,
n—oo n—oo

(¢) lim apb, = ( lim an> ( lim bn) ,

n—oo n—oo n—oo

lim,,—,
(d) Si, en outre, lim b, # 0, alors lim n _ M
n—o00 n—oo bn hmn_wo bn
(2) Soient {a,} et {b,} deux suites convergentes telles que lim a,, = L = lim b,. Soit {c,}
n—oo n—oo

une troisieme suite. S’il existe ng € N tel que
n>ng=a, < cp < by,
alors {cy,} est convergente et nh_)rgo cn = L.
(3) Soit {a,} une suite convergente et ¢ € R.

a) Si ap > ¢ pour tout n, alors lim a, > c;
n—oo

n—oo

(¢) Sia, > ¢ pour tout n, alors lim a, > c;
n—oo

(a)

(b) Si a, < ¢ pour tout n, alors lim a, < c;
)
)

(d) Si ay, < ¢ pour tout n, alors lim a, < c.
n—oo

2n
EXEMPLE 4. Déterminer lim .
n—oo n 4+ 2

15



2n 2. Avec a, = 2 (suite constante) et b, =1+ 2, ona: lim a, =2
n—oo

On remarque que nE T T2

2 2
1+=)=1+lim = =14+0=1%#0.Dou
n n—oo n

et lim b, = lim (
n—oo n—oo
. 2n . 2 2
lim = lim 5 = 5= 1= 2.
n—00 M+ 2 n—oo 1+ 2 lim(l—i-*) !
n—oo n

1. Propriétés de convergence
DEFINITION 3 (Sens de variation d’une suite). Une suite {a,} s’appelle

e croissante, si an4+1 > an pour tout n;

e décroissante, si an41 < ay pour tout n;
e monotone, si elle est soit croissante, soit décroissante.

(a) Soit a, =1 — L. Alors la suite {a,} est croissante, car

_(1 1) (1 1)_1 1 >0
Gnt1 = Gn = n+1 n/ n n+1-"

(b) Soit a, = L. Alors la suite {a,} est décroissante.

(c) Les suites dans (a) et (b) sont exemples de suites monotones.

EXEMPLE 5.

DEFINITION 4. Une suite {a,} est majorée lorsque tous ses termes sont inférieurs & un nombre
fixe M, c’est-a-dire a,, < M pour tout n. On dit que M est un majorant de la suite.

Une suite {ay,} est minorée lorsque tous ses termes sont supérieurs & un nombre fixe m, c’est-
a-dire a,, > m pour tout n. On dit que m est un minorant de la suite.

Une suite est bornée lorsqu’elle est minorée et majorée a la fois.

EXEMPLE 6. (1) La suite de terme général a,, = n est minorée par m = 0. Elle n’est pas

majorée.
(2) La suite de terme général a, = (—1)" est bornée, car —1 < a,, < 1 pour tout n.
THEOREME 1. (a) Toute suite croissante et magjorée est convergente.
(b) Toute suite décroissante et minorée est convergente.

(¢) Toute suite monotone et non bornée est divergente.

EXEMPLE 7. (1) La suite de terme général a,, = 1 —% est croissante et majorée par M = 1.

Elle est donc convergente.
(2) La suite de terme général a, = 1 est décroissante et minorée par m = 0. Elle est donc

convergente.
2. Suites divergentes a +oo

DEFINITION 5. On dit qu'une suite {a,} est divergente a +oo (ou a pour limite +00), écrit
lim a, = +o00, lorsque pour tout K € R (suffisamment grand) il existe un indice Nk tel que

n—oo

n>Ng=a,>K.

De la méme fagon, on dit qu’une suite {a,} est divergente a —oco (ou a pour limite —o0), écrit
lim a, = —o0, lorsque pour tout K € R (suffisamment négatif) il existe un indice Nk tel que

n—oo

n> Nk =a, < K.
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EXEMPLE 8. Soit i € N fixé. Alors lim n” = +00. Preuve. Pour K € R donné, on peut choisir

n—oo

NKENtelqueNK>K.SinZNK,alorsnthZNKZK.

Regles du calcul pour suites divergentes vers +oo :

(1) (a) Si lim a, = +oo (resp. —o0), alors lim — =0;
n—00 n—0o0 Qy,

1
(b) Si lim a, =0 et a, > 0 pour tout n > ng, alors lim — = +o0;

n—oo n—0o0 (y,
- ) 1

(¢) Si lim a, =0 et a, <0 pour tout n > ng, alors lim — = —o0.
n—oo n—0oo (y,

(2) Soient {a,} et {b,} deux suites.
(a) Suppose il existe ng € N tel que a,, > b, pour tout n > nyg.
Si lim b, = +o0, alors aussi lim a, = +o0.

n—oo n—oo
Si lim a, = —o00, alors aussi lim b, = —oo.
n—oo n—oo

(b) Si {an} est convergente et lim b, = +oo (resp. —o0), alors lim (a, + b,) = +0o0
n—oo n—oo

(resp. —o0).

1
EXEMPLE 9. (1) La suite {n}o°, a limite 400 et donc lim — = 0.
n—oo n
(2) La condition que a, > 0 pour tout n est nécessaire dans (1)(b). Soit par exemple a, =

#. Alors lim a, = 0. Mais &= = (—1)"n et donc {1/a,} n’a pas limite +00 ou —oc.
n—oo n

Les exemples suivants sont remarquables :
EXEMPLE 10. (1) La suite géométrique de raison 7 est {r"}>° = {1,r,7%,73,...}. On a:

+oo sir>1
lim 7" =<1 sir=1
n—oo

0 si0<r<1

n
2) Quelques valeurs de la suite de terme général a, = (1+ L) sont :
(2) q g o

n |1l 2 3 4 5 6 100 | 1000 | 100000000
an | 22,252,371 2,44 (2,59 | 2,59 | 2,70 | 2,717 | 2,71828180

Ces valeurs indiquent que la suite {a, } est croissante. En effet on peut vérifier mathéma-
tiquement qu’elle est croissante et majorée, donc convergente. La limite est le nombre e
d’Euler :

1\n
e = lim (1 + 7> .
n—oo n

3. Suites récurrentes

DEFINITION 6. Une suite {a, } est appelée récurrente si elle définie par la donnée de son premier
terme ag et par une relation de récurrence

Ap4+1 = f(an) ’

ou f est une fonction.
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EXEMPLE 11. Soit ag = 100 et a,,+1 = 2ay, (voir Exemple 1). Ici f(z) = 2z est la fonction qui
définie la relation de récurrence.

2
EXEMPLE 12. Au moyen de la fonction f(z) = — on peut construire la suite récurrente
x

ant1 = f(an) = —

n
Afin que cette suite soit bien définie, il est nécessaire que chaque terme a,_1 soit différent de zéro.
Pour cela il suffit que le premier terme ag est différent de 0. Si par ex. on choisit ag = 1, alors on a
2 2 2
a1:—22; a2=—:1; agz—:2;...
ao aq ag
c’est-a-dire
2 sin est impair,
ap = . .
1 sin est pair.

Pour étudier la convergence d’une suite récurrente, on supposera que f : I — R est une fonction
qui satisfait & la propriété suivante :
(P) Six, €I pour tout n et {x,} converge vers x € I, alors {f(z,)} converge vers f(x).

REMARQUE 3. Si f est une fonction continue sur I (voir Ch. 3), alors f satisfait la propriété
précédente. Par ex. les fonctions élémentaires a”, log, x et % introduites dans le chapitre précédente
sont continues sur leurs domaines de définition.

DEFINITION 7. Un élément a € R s’appelle un point fize de la suite récurrente {a,} définie par
la donnée de son premier terme ag et par la relation de récurrence a,+1 = f(ay), lorsqu’il est une
solution de I’équation f(a) = a.

PROPOSITION 3. On suppose que f satisfait la propriété (P) énoncée précédemment. Soit {a,}
la suite récurrente définie par la donnée de ag et de la relation any1 = f(an). Si {an} converge
vers a, alors a est un point fixe de {a,}.

Preuve. Si {a,} converge vers a, alors aussi la suite {b,} avec b, := a,41 converge vers a. La
propriété (P) donne que f(any+1) converge vers f(a). Donc :
a= lim ap41 = lim f(a,) = f(a),
n—oo n—oo
d’ou f(a) = a, c’est-a-dire a est point fixe de {ay}. 0

EXEMPLE 13. On se donne la suite récurrente {a, } définie par son premier terme ag = 1 et par
la relation de récurrence
an+1 = V2ay .

La fonction f qui définit la relation de récurrence est f(x) = v/2z, qui est une fonction continue
sur [0, +o0].
On montre que {a,} est convergente. On preuve d’abord par récurrence I que pour tout n on a

1<a,<2. (1)

1Principe de récurrence
Soit P une propriété dépendant de l’entier n > 0 et soit no € N. Si :

(i) P(no) est vraie;
(ii) pour tout n > ng : P(n) vraie = P(n + 1) vraie;

alors P(n) est vraie pour tout n > ng.
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Cette propriété est vraie pour n = 0, car ag = 1. On suppose que a,, satisfait 1 < a,, < 2. Alors

1<vV2-1<ap+1 = v2an, <V2-2 =2 D’olu la propriété est vraie.
On montre maintenant que la suite {a,} est croissante. En effet, d’apres (1), on a

Ap+1 — An = V2ap — ap = J/an (2 — J/ay,) >1-0=0,

c’est-a-dire an41 > ay.

Comme {a,} est croissante et majorée, elle est convergente.

Sa limite a est un point fixe de {a,}, c’est-a-dire une solution de I’équation = = v2z. Donc
a =0 oua=2. Comme a, > 1 pour tout n, on obtient que a = lim,, . a, > 1. Donc a # 0, qui
entraine a = 2.
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CHAPITRE 3

Etude de fonctions

Les suites permettent de décrire des modeles discretes, dans lesquels les valeurs de la variable
sont observées dans certains instants qui sont multiples d’une unité de temps fixée. Par exemple,
la suite a,, = 100r™ de ’exemple 1 du chapitre 2 donne un modele discrete de croissance d’un
population de bactéries. Ici a,, est le nombre de bactéries n heures apres 'instant initial n = 0, et
r est le taux de croissance des bactéries.

Avec les fonctions, on peut décrire des modeéle continues, dans lesquels les valeurs de la variable
sont observées a chaque instant. Par exemple, si on écrit f(¢) pour la fonction qui donne le nombre
de bactéries au temps t, alors le modele continu correspondant au modeéle discrete précédente est
f(t) = 100rt avec t un nombre réel.

Pour 7 = e, le graphe de la fonction f(t) = 100e! montre un accroissement illimité du nombre
des bactéries. Dans les faits, cependant, I’expérience montre que le nombre de bactéries ne peut pas
croitre sans limite. Pendant une premiere phase la croissance de la population suit une courbe de
type exponentielle, mais par la suite la courbe doit étre modifiée : le milieu étant limité (en volume,
en éléments nutritifs,...), le nombre de bactéries se stabilise pour atteindre un plateau. Un modele
continu possible pour I’évolution est décrit par la courbe logistique

a

L) = 14 eb—et

(2)
ou a, b et ¢ sont parametres positifs (par exemple, le parametre a représente le borné supérieur
pour le nombre des bactéries qui peuvent vivre dans le milieu donné). Pour comprendre 1’évolution
de la population de bactéries considérée, il faut connaitre le graphe de la courbe logistique. Le but
de cet chapitre est de donner les notions mathématiques nécessaires pour tracer le graphe d’une
fonction, comme par exemple de L.

Les notions mathématiques que nous allons introduire dans la suite permettent de décrire
rigoureusement des propriétés intuitives du graphe d’une fonction.

Intuitivement Mathématiquement

On décrit le graphe de L sans lever le stylo
du papier en lui tracant det = 0at = 400
(le graphe n’a pas de trous).

On dit que L est une fonction continue
dans son domaine de définition [0, +oo.

Le graphe se stabilise pour ¢ aussi grand | La fonction L a un asymptote horizontal
vers une valeur limite. pour t — 4-o00.

Le graphe de L n’a pas de coins. La fonction L est dérivable.

Le graphe est croissant, il n’y a pas de | Tous ces propriétés sont décrites mathé-
maxima; il y a un point d’inflexion. matiquement par la dérivée de L.
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REMARQUE 1. Souvent une fonction est donnée par “un mélange” de fonctions élémentaires

connues. Par exemple, la fonction logistique L est constituée de trois fonction différentes :

e la fonction affine h(t) =b— ct;

e la fonction exponentielle g(z) = e ;

e la fonction rationnelle f(y) = i
Si on considere la fonction g évaluée en h(t), on obtient

g(h(t)) = g(b—ct) ="
La fonction g o h définie par (g o h)(t) := g(h(t)) s’appelle la fonction composée de h suivi de g. Si
ensuite on évalue f en g(h(t)), on a
b a
(fogom(®) = f(g(h(t)) = £ = 5 = L(O).

Donc : L est la composée des fonctions h, g et f.

1. Limites d’une fonction

Dans la notion de limite d’une fonction f, nous étudions le comportement de la fonction au
voisinage d’un point g, ol xgy est un point dans ou aux bornes du domaine de définition de f.

sinzx

EXEMPLE 1. (1) Soit f(z) = . Le domaine de définition de f est R\{0}, le dénominateur

de f étant nul en x = 0. Au voisinage de 0 on peut déterminer les valeurs suivantes (on
remarque que f est une fonction paire)

z | +1 | +0,5| 40,4 | +0,3 | £0,2 | +£0,1 | £0,001
Sy ‘ 0,841 ‘ 0,959 ‘ 0,974 ‘ 0, 987 ‘ 0,993 ‘ 0,998 ‘ 0,999

T

Les valeurs de f(z) deviennent tres proches & 1 quand = tend vers 0, qui on suggere que la

. ) . .. . sin x
fonction tend vers 1 pour des valeurs infiniment grandes de x. On écrira : lim,_,g =1.

2
voisinage * = 0 on peut déterminer ses valeurs :

1
(2) La fonction f(z) = — n’est pas définie en z = 0. On remarque que f est paire. Au
x

x| £1|40,5]+0,2|£0,1]+0,01 | +0,001
2| 1] 4 | 25 | 100 | 10000 | 1000000

Les valeurs de f deviennent de plus en plus grands quand z tend vers 0, ce qui on écrira :

limg .o —5 = Foo.
T

(3) La fonction f(z) = —T—l a domaine de définition R\ {1}. On peut se demander le
x
comportement de f(x) lorsqu’on donne a x des valeurs de plus en plus grandes.

¢ | 10 | 100 | 1000 | 10000
— ‘ 0, 9090 ‘ 0,9901 ‘ 0, 9990 ‘ 0, 9999

- . N ;. . X
On peu vérifier que les valeurs deviennent tres proches de 1. On écrira : limg—, 4 o 1 =
x
1.
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(4) Soit f(x) = 2. Le domaine de définition de f est R. Le tableau suivant donne des valeurs
de f pour r — —o0 :

x| =100 | =1000 | —10000 | —1000000
2? | -10° [ —107 | —10" | —108

Les valeurs deviennent de plus en plus des grandes en valeur absolue et négatives. On

écrira : limy,__ oo 2° = —00.

Ces quatre exemples représentent les situations différentes qu’on peut trouver.
Dans la suite on supposera d’avoir fixé une fonction f : I — R et un point zg dans I ou aux
bornes de I. Le point zg peut étre un nombre réel ou bien 400 ou —oo.

1.1. zg € R et limite finie en x.

DEFINITION 1. On dit que f admet limite [ € R en zg, et on écrit lim,_,,, f(x) = [, lorsque :
pour tout € > 0il y a § > 0 (dépendent de ¢) tel que

zel, x#x,et|x—x <d=|f(z)—1]<e.

Interprétation graphique : Voir figure donnée dans le cours.

REMARQUE 2. Seulement les points x €|xg — d, 29 + [ qui sont différents de z¢ doivent avoir
la propriété que f(x) €]l —e,l + €].

EXEMPLE 2. Soit f: R — R définie par
1 six#1

€Tr) =
/(@) {3 six=1.

Sie>0ona f(x) =1€]l —¢e,1+¢[ pour tout  # 1. Donc lim,_,; f(xz) = 1. Mais 3 = f(1) ¢
|1 —&,1+ ] pour chaque ¢ tel que 0 < & < 2.

1.2. z9 € R et limite infinie en zg.

DEFINITION 2. On dit que f tends vers +oo en g, et on écrit lim,_.,, f(x) = +o0, lorsque :
pour tout K > 0 (suffisamment grand) il y a § > 0 (dépendent de K) tel que

xel,x#mx,et|r—x <= f(z)> K.

Interprétation graphique : Voir figure donnée dans le cours.

REMARQUE 3. Seulement les points x €]zg — d, 29 + 0] qui sont différents de xy doivent avoir
la propriété que f(x) €]l —e,l+ €.

EXEMPLE 3. On montre apres la définition que lim,_.qg — = 400. Soit K > 0. Posons § =

=l

z2
1 1
- _ 1 2 _ L 1 . TN
Silz|<d= NS alors z° < 7 Donc 2 > K, ce qui donne l'inégalité a prouver.
1.3. Limite finie en 400 (ou en —0).

DEFINITION 3. On dit que f admet limite I € R en 400, et on écrit lim,_, 1~ f(z) = I, lorsque :
pour tout € > 0 il y a K > 0 (dépendent de ¢) tel que

zxeletr>K=|f(x)-1I<e.

REMARQUE 4. Pour la définition de lim,_,_, f(z) = [ on replace la condition = > K par
r < —K.
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Interprétation graphique : Voir figure donnée dans le cours.

v
r+1
0 < e < 1. On doit trouver K > 0 (dépendent de ¢) tel que, si + > K, alors ‘

EXEMPLE 4. On a lim,_ .y = 1. En effet, soit € > 0 (petit). On peut supposer que

—1‘ < e. On
r+1

1 1
1 ‘ Posons donc K = — — 1. Alors K > 0 et pour tout

x
remarque d’abord que ‘7 — 1‘ = ‘
x T+ €

+1

1
$+1‘ s+l SK+1 °

1.4. Limite infinie en +o0o0 (ou en —o0).

:L">K0na‘

DEFINITION 4. On dit que f tends vers +0o en 400, et on écrit lim,_, 1o f(2) = 400, lorsque :
pour tout K > 0 (suffisamment grand) il y a M > 0 (dépendent de K) tel que

xeletex>M=— f(z) > K.

Interprétation graphique : Voir figure donnée dans le cours.

REMARQUE 5. Les définitions de limg_, 4 o f(2) = —00, limy—._ o f(z) = o0 et delim, o f(z) =
—o00 sont obtenues avec les modifications évidentes.

REMARQUE 6. On peut aussi considérer la limite d’une fonction f en xg pour des valeurs de x
a droite de zg, c’est-a-dire dans ]zg, +oo[NI, noté limx_)xg f(z); ou bien pour des valeurs de x a
gauche de g, c’est-a-dire dans | — oo, zg[NI, noté hmx—mg f(x).

Par exemple, on a
1
lim — =+o0 et lim — = —o0.
z—0t T z—0~ T
Notation : “limy_ 1o f(z)” signifie “limy— 4o f(z) oulimy oo f(2)” ; de méme, “limm_wa: f(z)”

signifie “limx_mg f(x) ou limxﬁxg f(x)”.

2. Applications : asymptotes

On dit qu'une droite est une asymptote au graphe de la fonction f si “la distance” entre le
graphe et ’asymptote tend vers 0 a I'infini. La définition précise est la suivante.

DEFINITION 5. Soit I C R un interval et f : I — R une fonction

(1) Soit zp € R un point aux bornes de I. Si lim, - f(z) = 400 (ou —o0), alors la droite
d’équation x = x( est une asymptote verticale au graphe de f.

(2) Supposons que +oo soit aux bornes de I. Si limy_, 1 f(z) = I € R alors la droite
d’équation y = [ est une asymptote horizontale au graphe de f en 4o0.

De méme, supposons que —oo soit aux bornes de I. Si lim,_,_, f(z) =1 € R alors la

droite d’équation y = [ est une asymptote horizontale au graphe de f en —oo.

(3) Supposons que +o0 soit aux bornes de I. Si limg— o (f(2) — (az+b)) = 0, alors la droite
d’équation y = ax + b est une asymptote oblique au graphe de f en 4o00.

De méme, supposons que —oo soit aux bornes de 1. Si lim,_._ (f(x) —(ax+ b)) =0,
alors la droite d’équation y = ax + b est une asymptote oblique au graphe de f en —oo.

1
EXEMPLE 5. (1) Soit f(z) = e Le domaine de définition de f est R\ {0}. La droite

d’équation x = 0 est une asymptote verticale au graphe de f. La droite d’équation y = 0
est une asymptote horizontale au graphe de f en 400 et en —cc.
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1
(2) Le domaine de définition de la fonction f(z) = — + x est R\ {0}. La droite d’équation
x

y = x est une asymptote oblique au graphe de f, car

lim (:r—i—%)—a:: lim S =0,

T—400 T——+00 T

2.1. Operations sur les limites. On suppose que les limites lim, ., f(x) et lim,_., g(z)
existent in R. Alors on a les propriétés suivantes :

o limg .y (f(x) + g(m)) = limg g f(2) + limg—g 9(2) ;
o limg g f(2)g(x) = (limg_z, f(2)) (limpea, 9(x)) ;

e Pour tout a € R : limg, .y, af(z) = alimy_y, f(2);

g(z)  limg_ g(z)

o Silimg, .5, g(z) # 0, alors limg, .4,

3. Continuité d’une fonction
Intuitivement, une fonction est continue si son graphe n’a pas de trous.

DEFINITION 6. Soit f : I — R une fonction et zo € I. On dit que f est continue en xg
lorsque lim, ., f(x) existe et lim, ., f(x) = f(x0). Si f n’est pas continue en zg, on dit que f est
discontinue en xg. On dit que f est continue sur I lorsque f est continue en tout zg € I.

1 i 1
EXEMPLE 6. Le fonction f(z) = {3 S% T7 ) est discontinue en z¢g = 1, car lim, ., f(x) =
siz =
143=f(1).
PROPOSITION 4. (1) Soient f et g continue en xg € I et soit a € R. Alors :

o f+g:x— f(x)+ g(x) est continue en xg ;
e fg:x — f(x)g(x) est continue en xg ;

e af :x — af(x) est continue en g ;
e si de plus g(xg) # 0, alors f Px— /()
g g(x)

(2) Si f est continue en g et g est continue en f(xg), alors go f est continue en xy.

est continue en xq.

4. Dérivabilité d’une fonction

f(x) — f(o)

T — Xo

DEFINITION 7. Une fonction f est dite dérivable en ¢ si le rapport a une limite

finie quand x tend vers xg. On note alors

(z9) = Tim L8 =S @)

T—10 T — xg

d
Le nombre f’(z¢) est appelée la dérivée de f en zg. Elle est parfois aussi notée (D f)(zg) ou é(mo).

Interprétation géométrique de la dérivée en xg :

On considere le graphe de f. Soient Py et P les points de coordonnées respectives (xg, f(xp)) et
(z, f(z)). Le rapport ‘w

le point P se rapproche a Py le long le graphe de f et la droite par Py et P tend vers une position

est la pente de la droite passant par Py et P. Si x tend vers xg,
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limite. La droite limite s’appelle la tangente au graphe de f en xg. La dérivée f'(x() est la pente

de la tangente. La tangente a équation
y = f(xo) + f'(x0)(z — 20).

f(x)
f(xo)

DEFINITION 8. Si f est dérivable en chaque élément xg € I, on dit que f est dérivable sur I.
La fonction f’: I — R donnée par x — f’(x) s’appelle la dérivée de la fonction f. Si la fonction f’
est elle-méme dérivable, sa dérivée s’appelle la dérivée seconde de f, notée f” ou f(2).

(1) Soit f(z) = a une fonction constante. Pour tout z € R on a

f@) = @) _a=a _,

Tr — X0 Tr — X

EXEMPLE 7.

Donc f est dérivable avec dérivée f'(zg) = 0 pour tout zg.

(2) f(x) = x est dérivable en tout zp € R : on a

f(x) — f(z0) ek
r—xy = T—x9

(3) f(x) = 22 est dérivable en tout zo € R. On a

o? —af _ (v — o)(x + o) ot w22
x — xo ’

Tr — X

La fonction dérivée est donc f/(z) = 2x. On écrit aussi : (22) = 2z.
Plus généralement, on peut montrer : pour n € N la fonction f(x) = x™ est dérivable
sur R et (z")" = nz"~!. En particulier (z)" = 1, (z%) = 2z, (23)' = 322,

1
(4) La fonction f(z) = — est dérivable en tout xg €] — oo, 0[U]0, +oo]. Alors
x

1 1 To— X
r wo _ _axxe _ L
Tr — X0 T — X0 TXo
d’ou
1 1
Tz 1 1
i £ E0 gy L1
T—x0 T — X T—To TX(Q Ty
1 1
Ainsi f'(zg) = ——5. La fonction dérivée de f sur ]0, +oo[ est donc f'(z) = ——
x

)
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PROPOSITION 5. (1) Soient f,g dérivables en xg et a € R. Alors les fonctions suivants
sont aussi dérivables en xq :

o f+g, avec (f +9)'(x0) = f(x0) + g(x0) ;
* fg, avec (fg) (o) = f'(z0)g(zo) + f(z0)g'(x0) (regle de Leibniz) ;
o af, avec (af)(z0) = af'(zo) ;

e si, de plus, g(xg) # 0, alors ! est dérivable en xq, avec
g

(f)'(x )= f'(x0)g(z0) — f(@o)g' (2o)
g/ [g(xo)]? '

(2) Si f est dérivable en xg et g est dérivable en f(xg), alors go f est dérivable en xg, avec
(g 1) (w0) = g'(f(x0)) f'(x0).

EXEMPLE 8. (1) Soit f(x) = x2. La régle de Leibniz donne (22)’ = (z2)" = (z)/z+x(z) =
2z, comme déja obtenu dans l'exemple 6(1).

1
(2) On considere la fonction f(x) = — sur I =] — 00, 0[U]0, +oo[. La régle de dérivation du
x
quotient donne
oy Wr—1(z) 1
flay="D L

(3) De la formule (fg)' = f'g = fg' on déduit que (f2) = 2f'f, et généralement, que
(Y = nf
En particuliers; pour f(x) = x, on obtient :
n—1

(™) =n(z)z" ! = na

(4) On a les dérivées suivantes :

(sinz) = cosx, (cosz)' = —sinz
1
(Va) = ENG: ]0, +o0]
(e:r)l — e:):
1
Inz) =~ 0
(Inx) - 10, +o0]
Inx
(5) Comme log, = g OB
1 1 1
1 '= |
(log, ) lna(nx) Ina x

pour z €0, +00].
zlna peut étre calculée au moyen de la formula de la dérivée de la
zlna

(6) La dérivée de a® = e
fonction composée. En effet, soient f(xz) = zlna et g(y) = €Y. Alors g(f(z)) = e
Comme f’(z) =1Ina et ¢’(y) = €Y, on obtient :

(a®) = (") = ¢'(f(@)f'(z) = ¢ “Ina = (na)a”
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5. Relation entre continuité, dérivabilité et monotonie

DEFINITION 9. Soit f : I — R une fonction. On dit que f admet en zg € T :
o un mazimum global (ou absolu) si f(x¢) > f(x) pour tout x € I;
e un minimum global (ou absolu) si f(xg) < f(z) pour tout z € I;
e un mazimum local (ou relatif) si f(xo) > f(x) pour tout x € INja,b[ o a < xo < b;
e un minimum local (ou relatif ) si f(xg) < f(x) pour tout = € INja,b[ o a < zy < b.

Un maximum ou minimum de f s’appelle un extremum de f.

THEOREME 2. Soit f une fonction dérivable sur un intervalle [a,b]. Alors f a les propriétés
suivantes :

(1) f est continue sur |a,b] ;

(2) f est croissante <= f'(x) > 0 pour tout x ;

(3) f est décroissante <> f'(x) <0 pour tout x ;

(4) Si f admet un extremum en xo €)a,bl, alors f'(xg) =0;

(5) f est constante sur [a,b] <= f'(x) =0 sur [a,b].

REMARQUE 7. (a) f dérivable = f continue, mais la réciproque n’est pas vrai. Par exemple,

la fonction f(x) = |x| est continue en z = 0, mais pas dérivable.

(b) La réciproque de (4) n’est pas vraie : si f(z) = 23, alors f'(z) = 322. Donc f’(0) = 0, mais
f n’admet pas un extremum en z = 0.

EXEMPLE 9. Soit f(z) = ax? + bz + ¢ un trinéme du second degré avec a > 0. On a : f/(z) =

2ax + b. Donc
>0 sixz>—-b/2a

fl(z)=<=0 siz=-b/2a
<0 siz<-b/2a
b b 4ac — b?
En z = —— la fonction f admet le minimum absolu f ( — —) _naemr
2a 2a 4a

Les propriétés de croissance/décroissance de f peuvent étre réunies dans le tableau de variation
de f:

T | —00 — 2 + 00
f! - +
Foo F00
f N e 7
4a

6. Convexité et concavité d’une fonction

Une fonction est dite convexe si son graphe a la forme — ; une fonction est dite concave si son
graphe a la forme —~. Les définitions précises sont les suivantes.

DEFINITION 10. La fonction f : I — R est dite conveze si, pour tout xg,z1 € I, la corde PyP;

est au dessus de 'arc PyPy, ou Py(zo, f(x0)) et Pi(z1, f(z1)). La fonction f est dite concave si — f
est convexe.

THEOREME 3. Soit f: I — R deux fois dérivable (c’est-a-dire il existe f").
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o Si f"(x) > 0 pour tout x € I, alors [ est convexe ;

o si f"(x) <0 pour tout x € I, alors f est concave.

DEFINITION 11. Soit f : I — R deux fois dérivable et soit zg € I pas aux bornes de I. On dit
que g est un

point d’inflexion de f si f”(x¢) =0 et f” change de signe en x.

EXEMPLE 10. Soit f(z) = 23. On a f'(x) = 322 et f”(z) = 6x. Donc

>0 siz>0
f"(z) est =0 siz=0
<0 siz<O0
f /N N~—
f// O +
‘—oo 0 +00

6. Plan d’étude d’une fonction f
Les étapes différents pour I’étude d’une fonction consistent & déterminer :
(1) Le domaine de définition Dy de f.

(2) Les symétries éventuelles de f (parité, périodicité, ...).

(3) Des valeurs particuliers de f.
Par exemple : si 0 € Dy, déterminer f(0), qui donne 'intersection du graphe de f avec
l’axe des ordonnées ; si possible, déterminer les solutions de 1’équation f(z) = 0, qui sont
les intersections du graphe de f avec I’axe des abscisses.

(4) Les limites (ou les valeurs) de f aux bornes de Dy ; les asymptotes.
(5) La dérivée f’ de f et son signe.

D’ici on peut déduire la croissance, décroissance et les extrema éventuels de f.
(6) Le tableau de variation de f.

(7) La valeur de f dans les extrema éventuels, c’est-a-dire les maxima et minima éventuels de
f.
(8) La dérivée seconde f” de f et son signe.

D’ici on peut déduire la concavité/convexité du graphe de f et les points d’inflexion
éventuels.

(9) La valeur de f en correspondance des points d’inflexion éventuels.

Enfin, tracer le graphe de f.

8. Exemple : la courbe logistique

La fonction logistique est définie par
y=L()

ou a,b et ¢ sont des parametres positifs.

a
1 _}_ebfct ’

(1) Domaine de définition : Dy, = R.
(2) Pas de symétries particulieres.
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(3) L(0) = oo est l'intersection du graphe de L avec l'axe des ordonnées. L(t) > 0 pour
e

tout t € R. En particuliers, il n’y a pas d’intersection avec I’axe des abscisses.

(4) Les bornes du domaine de définition sont —oo et +00. On remarque que

lim e’ *=¢® lim e =0;
t——4o0 t——4o00

lim e? =¢b lim e = 4o00.
t——o0 t——o0

Donc :
lim L(t)=a and lim L(t)=0.
t——+00 t——00
On déduit que :
(a) la droite y = a est une asymptote horizontale en +o0;

(b) la droite y = 0 est une asymptote horizontale en —oc.

(5) Dérivée :
L'(t)=a =a =ac >0
1+ eb—ct (1 + 61)701‘,)2 (1 + ebfct)Q

car ac > 0. Donc : L(t) est toujours croissante et il n’y a pas d’extrema.

1 )/ B _(1 + eb_Ct)’ eb—ct

Remarque. L(t) n’est pas seulement croissante, mais aussi strictement croissante sur
R, c.a.d. L(t2) > L(t1) pour t2 > t;. En effet, on sait qu’elle est croissante (car la condition
L'(t) > 0 est satisfaite). Si L n’est pas strictement croissante, alors il existe un intervalle
I tel que L(t) = constante pour tous ¢t € I. Mais alors L'(t) = 0 sur I, en contradiction
avec le fait que L'(t) > 0.

(6) Tableau de variation de L :

t | —o0 + oo

L +
a
L 0 ya

(7) Dérivée seconde : On remarque que

a 6b—ct

e

=c L(t)(l — L)

1+ eb—ct
= cL(t)(1- @>

a

L'(t)

D'ou :




Comme ¢ > 0 et L'(t) > 0, on obtient :

2L(t
L'(t)>0 < 1— D20 e L(t)_g.
a
On a d’une coté L(0) = < ¢ car e > 1 comme b > 0; d’autre coté, on a

b

lim 400 L(t) = a. Comme 1L—|(_t)6 est continue et strictement croissant, il doit exister une
valeur ¢y > 0 (et une seule) telle que L(ty) = a/2. On obtient :

>0 pourt <ty

L"t){=0 pourt=tp .

<0 pourt >ty

D’ou t = tg est point d’inflexion, L(t) est convexe sur | — 0o, to[ et concave sur |tg, +00].
La valeur de L dans le point d’inflexion est L(tp) = a/2.
(8) Graphe de L : Voir figure donnée dans le cours.
On rappelle que L(t) donne le nombre d’individus au temps ¢ dans la population étudiée (par

exemple une population de bactéries). On déduit I'interprétation suivante pour les constantes a, b
et ¢ dans la formule de L :

e a est le borné supérieur pour le nombre d’individus de la population dans le milieu

considéré ;
e b est lié a la population initiale L(0) par la relation L(0) = 1 —zeb' Dot e’ = % -1
a
b1 <7 _ 1).
T

e c est liée au taux de reproduction de la population considérée.
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