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1 Premier exercice

C’est une application directe du cours. Il suffit de connaitre le cours et de faire
les calculs soigneusement.
On considere la fonction, définie sur R? & valeurs réelles

flz1,22) = x% x% e~

1.1 [1 point]
Donnez la matrice Jacobienne J de f. La matrice Jacobienne est donnée par la
définition 1.2 du cours. C’est une matrice 1 x 2

I (w1, 22) = [5’—{1(961,1:2) 2L (21, 22)

On a

0
) / (-Tla-772) =2x .T% 6_1?_13 _ (21.1) x% .T% e_mf_mg
Z1

=2z 22 (1 - 2?) eI

0
La fonction f est symétrique en x1,x2 par conséquent pour obtenir 8—f il suffit
T2
d’échanger x; et xo dans la formule précédente :

9 22
—f(xh:CQ) = 2:0% o (1 — 1'3) e T17T2
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1.2 [1 point]
Le gradient de f est la transposée de J



1.3 [1 point]
Pour déterminez les points critiques de f, on doit résoudre
{ 2z a3 (1—a2)e ™" =0
=0

22229 (1 — 23) e~

Mais e~17%2 > 0 on doit donc satisfaire
2m23(1—22) =0
22223 (1—23) =0

Ce qui donne z; = 0 (les deux équations sont satisfaites), ou zo = 0 (idem), ou
( T = +1 et To = :l:l)

Les points critiques sont 'axe des x1, Paxe des x5 et les quatre points (1,1),
(1,—1),(=1,1) et (=1, —1)

1.4 [3 points]

La fonction f est nulle sur les axes de coordonnées. Comme f > 0 on a bien
I’ensemble des minima. Ils sont globaux.
Il reste a regarder les quatre points. On a

r(zy,m2) = 2235 (1 — 329) e~ T _ (221) 221 23 (1 — 27) ¢TI

0
=222 (1 —3z) e~ _9g —f(901,9€2)
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En échangeant 1 et 2 on a

62 22
t(x1,x2) = W(l‘l,xg) = 222 (1- 3:1:3)6 TITT2 _ Do 8—502(361’362)
2
Puis
82
s(x1,@0) = angxl (x1,22) =4z 29 (1 — x%) e TITT _ 219 8—:cl($1’ x2)

Si maintenant on remplace x; et x5 par +1 en tenant compte que les dérivées
partielles premieres s’annulent pour ces valeurs, on obtient

r(£1,41) = s(£1,+1) = —4e 2 <0  s=0

soit 7t — 52 > 0 et r < 0, les quatre points sont des maximum locaux.
Ce sont les seuls points critiques. Quand ||(z1, z2)||]2 — 400 f tend vers 0. En
effet comme 2% 23 < 22 + 23

far, ) < (w23 eI w2l3



L’exponentielle ’emportant sur les polynnémes, on sait que > ev’ = +oo quand
U — +00.

1
Donc il existe R tel que si ||(x1,22)]|2 > R? on aura f < = e 2. Autrement dit

en dehors de la boule ouverte de centre 'origine et de rayon R, f est inférieur
aux maxima locaux. Sur le compact la boule fermée de rayon R, f est continue,
elle atteints ses extrema. Ceux-ci ne peuvent étre sur le cercle puisque sur celui-
ci f < e~ 2. Donc les extrema sont atteints sur le boule ouverte. Ce sont donc
des points critiques. On a vu que les 4 points sont ces extrema. Comme f est
inférieur a ces valeurs sur l'extérieur de la boule, ce sont des extrema globaux.

2 Deuxieme Exercice

Cet exercice est un exercice standard. De nombreux exemples ont été donné en
TD.
Soit f la fonction définie par

fla,y) = 25—t i (2,y) # (0,0)
flz,y)=0 sinon

2.1 2 points
Montrer que si (x,y) # (0,0) alors

A |

On a de facon évidente pour tout couple (z,y) la relation z? < 22 + y2. Si

T
T, 0,0) on a alors ——— < 1, on en déduit immédiatement
( y) # ( ) 22+ y2

P
/ZCQ + y2
ce qui entraine la relation demandée. On note que l'on une relation analogue

ly| <1
/:CQ + y2
Pour voir si f est dérivable en l'origine on calcule f(x,y)— f(0,0) = f(z,y). On
a, en servant des deux inégalités précédentes

(@)l < Jo® =y <2 + 32 = [ 9)]13

avec les notations du cours cela veut dire que f(z,y) — f(0,0) = o (||(z, y)]2).
Cela signifie que 'on peut écrire

f(@,y) = £(0,0) +o([|(z,9)l]2)

f est dérivable en l'origine et sa dérivée est I’application linéaire nulle.



2.2 |1 point ]
Montrer que f ainsi que ses dérivées partielles sont continues dans R2.

Sur R%\{(0,0)} la fonction est un quotient de deux polynomes, dont le dénominateur
ne s’annule pas. Sur R? \ {(0,0)} f est donc dérivable (et méme de classe C?).
Comme f est dérivable a l'origine et de dérivée nulle, il suffit de montrer que
les dérivées partielles de f convergent vers 0 quand (z,y) — (0,0) en restant
différent de (0, 0).

Un calcul simple montre que, pour (z,y) # (0,0)

e =y r227y] (@2 +y?) —wy (@ —yP) 20
(ZCQ +y2)2

_yl@® —y?) | 4a®y
S @y (@ +y?)?

Si on échange x et y, f(x,y) est changé en — f(x, y). Donc pour obtenir la dérivée
partielle par rapport a y il suffit d’ échanger = et y dans la formule précédente
et de changer de signe

g(x )7$(x2—y2)7 4232
oy YT @) @+ R

En utilisant les inégalités de la premiere question et |22 — %] < 2% + 2 on
obtient

a—(x,y) <yl +4ly|
et

of

@) < fal 4l

Ce qui prouve que les limites des dérivées partielles, quand (x,y) tend vers
I'origine en étant distincte de l'origine, est 0.
f étant dérivable partout est aussi continue.

2.3 [1 point]
Montrer que les dérivées partielles d’ordre 2 existent en chaque point de R? \
{(0,0)}

Sur R?\{(0,0)} la fonction est un quotient de deux polynémes, dont le dénominateur
ne s’annule pas. Sur R?\ {(0,0)} f est donc dérivable deux fois et ses dérivées
partielles sont continues.



2.4 [2 points]
Si y # 0 alors

of —y°
9. 0Y =" ="y
Six # 0 alors
af x>
gy 0 ==

On en déduit immédiatement que

D’apres la définition des dérivées partielles d’ordre 2, et d’apres le cours

9% f 0 (of B
5eon 00 =5, (a—y(x,O)) —1

et

et

02 f 0 (of -
m(oao) =3y (%(an)) =-1

2.5 1 point

Pourquoi ce dernier résultat n’est-il pas en contradiction avec le théoreme de
Schwarz ?

Pour que le théoreme de Schwarz s’applique il faut que les dérivées partielles
d’ordre 2 soient continues. Cela signifie donc que les dérivées partielles d’ordre
2 ne sont pas continues en ’origine . Il n’ y a pas de contradiction

3 Troisieme Exercice

Cet exercice utilise le méme principe que la question 2.1. C’est la caractérisation
d’une application différentiable en un point. Cet exercice est un cadeau.

Soit ) un ouvert convexe de R".

Soit f: Q@ — R telle que pour tout couple (z,y) € Q2 on ait

[f(z) = W)l < llz = yll?
Montrer que f est différentiable sur R? [ 2 points]



D’apres l'inégalité on a

f(@) = f(xo) = o([|lz — o)

Cela signifie que f est dérivable en tout point de 'ouvert Omega et que sa
dérivée est nulle. On répond aux deux questions d’un coup et cela rpporte 3
points.

Mountrer que f est constante sur ) [1point]

Puisque l'on est sur un ouvert convexe, que f est dérivable, que la norme de sa
dérivée est majorée par 0, on applique le théoréeme des accroissements finis

[f(@) = fW)l < [lz =yl
Ce qui prouve que f(z) = f(y) pour tout couple de points de €.

4  Quatrieme Exercice[3 points |

Cet exercice est aussi un cadeau. Les composantes de f sont tres simples
On considere I'application f de R? dans R? définie par
flz,y) = (2%y,2* +y?)

Si on pose f1(z,) = 2%y et fo(e,y) = 22 + 12
La matrice Jacobienne de f est (voir le cours)

d d

% (r.y) 2(ny)

J:
12} 12}
F(r,y) Hy)
Soit

J— 2zy 22
S22 2y



